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Chapitre 1

Variables aléatoires

I Notion de variable aléatoire

Définition 1.1

Une variable aléatoire sur Q) est une fonction définie sur Q a valeur dans R.
A chaque issue de Q, on associe un nombre réel.

Définition 1.2

Soit x un réel. Lévénement « X = x » est 'ensemble des issues de Q auxquelles on associe le
réel x.

Exemple 1.

Avec l'exemple d’introduction :

Lunivers estQ ={1;2;3;4;5;6}.

On note X la variable aléatoire correspondant au gain en euros de l'association sur une partie.
L'événement « X= 6 » correspond aux issues 1, 2, 3, 4, 5.

L'événement « X= —12 » correspond a lissue 6.

II Loi de probabilité d'une variable aléatoire

Définition 1.3

Pour définir la loi de probabilité d'une variable aléatoire X :
. On liste les valeurs x; possibles pour X;
. On détermine les probabilités P(X = x;).

P Méthode - Déterminer laloi de probabilité d’'une variable aléatoire

On forme le tableau suivant :

Xi X1 X2 Xn

PX=x)| m p2 Pn
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Remarque.
Dapns le tableau, on a :

p1t+p2+...+pp=1
Exemple 2.

Avec l'exemple d’'introduction : SiX est le gain de U'association sur une partie, la loi de probabilité de
X est donnée par le tableau suivant :

Xi -12

P(X=x;)

o=
ol o

II.1 Espérance

Définition 1.4
Soit X une variable aléatoire. On appelle espérance de X le nombre :

n
E(X) = p1x1 + paXo+...+ PuXn =) PiXi
i=1

Remarque.
Le mot «espérance » vient du langage des jeux : lorsqueX désigne le gain, E(X) est le gain moyen que
peut espérer un joueur lorsque le nombre de parties est important.

Exemple 3.
Avec l'exemple d’introduction :

1 5
EX) = p1x1+ p2x2 = (-12) x 6+6X P =3.

Cela signifie que le jeu est défavorable au joueur et qu'en moyenne, l'association gagnera 3 euros par
partie. Par conséquent, sur 500 parties, elle peut espérer gagner environ 1500 euros.

IIT Variance et Ecart-type

Définition 1.5

Soit X une variable aléatoire.
. On appelle variance de X le nombre :

n
VX) = p1(x1 —EX)? + pa(x2 —EX)* +... + pp(xn —EX)? = Y pi(x; —EX))?
i=1

. On appelle écart-type de X le nombre o (X) = vVV(X).

Exemple 4.
Avec l'exemple d'introduction :

V(X) = p1(x; —EX))? + pa(x2 — E(X))?
— 2o+ 26-3p2
6 6

=45
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On a ainsi, 0(X) = vVVX) = V45 ~6,71.

IV Transformation affine d’'une variable aléatoire

Proposition 1.6

Si X est une variable aléatoire prenant les valeurs xi,xp,...,Xx, avec les probabilités
p1,P2,.--,Pn €t si a et b des réels alors la loi de la variable aléatoire Y = aX + b est donnée
par le tableau suivant :

Vi axi+b | ax,+b | ... | ax,+b
P(Y=y;) p1 p2 Pn

Exemple 5.
Avec l'exemple d’'introduction, supposons que l'on multiplie les gains et les pertes par 2 pour chaque
partie, on obtient ainsi une nouvelle variable aléatoireY = 2X.

Proposition 1.7

Si X est une variable aléatoire et a et b des réels alors

E(aX+b) =aEX) + b.

Démonstration.

|

~
Il
—

E(aX+b) =) pilax;+b)

N

apix; +bp;
i=1

1

n
apixi+)_bp;

i=1

Il
M=

1

n n
=a) pixi+b) p
i=1 i=1

1l
—

n

=aEX)+bx1 (car pi= 1)
i=1

=aEX)+b

Proposition 1.8

Si X est une variable aléatoire et a et b des réels alors

V(aX +b) = a®V(X).
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Démonstration.

n
V(aX+b) =Y pi(ax;+b-E(aX+ b))
i=1

pi(ax; +b—(aEX) + b))?

Il

~
Il
—

pi (ax; + b— aE(XX) — b)?

Il

~
Il
—

pi (ax; — aE(X))?

Il

~
I
—

pi (a(x; —EX))?

Il

~
I
—

ap; (x; —E(X)?

I
M=

=a?y pi(xi —E(X)?
i=1
= a*V(X)

Il
—

Proposition 1.9

Si X est une variable aléatoire et a et b des réels alors

o(aX+ b) =|aloX).

Démonstration.

o(aX+b)=+vV(aX+Db)
=v a?V(X)
=Va2 VX

=lalo(X)




Chapitre 2

Loi de Bernoulli et loi binomiale

I Loi de Bernoulli

Définition 2.1 — Loi de Bernoulli

On dit qu'un variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p lorsque la loi de
probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

Xi 0 1
PX=x;) | 1-p p

Remarque.
En général, l'issue 1 est associée a un succes et l'issue 0 est associée a un échec.

Exemple 6.
On lance un dé équilibré a six faces.
On définit la variable aléatoire X de la maniere suivante : X = 1 si le résultat est pair et X = 0 sinon.

1
Dans ce cas, X suit une loi de Bernoulli de parametre p = >

Proposition 2.2

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p. Alors,

- EX)=p
- VX)=pd-p)
Démonstration.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoullide parametre p. Sa loi de probabilité est
donnée par le tableau de la définition 2.1. On en déduit la valeur de I'epérance et de la variance :

EX)=px1+(1-p)x0=p

et
VX)=px(1-p??+1-p)x0-p)*=pld-p).
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II Schéma de Bernoulli et coefficients binomiaux

II.1 Schéma de Bernoulli

Définition 2.3 — Schéma de Bernoulli

On considere une expérience aléatoire associée a une variable suivant une loi de Bernoulli
de parametre p. Larépétition n fois (o1 n € N*), de fagon indépendante, de cette expérience
est appelée un schéma de Bernoulli de parametres 7 et p.

Exemple 7.
Cas d’'un schéma de Bernoulli pour n = 3.

I1.2 Coefficients binomiaux

Définition 2.4
Soit n € N*. On appelle factorielle de 7 le nombre :

nl=nxm-1)x...x2x1.

Définition 2.5
Soit n € N* et 0 < k < n.On considere un schéma de Bernoulli de parameétres n et p. Le

nombre de chemin correspondant a k succes est noté (k) (on lelit « k parmi n »).

Remarque. Le nombre r est également le nombre de facon de choisir k éléments parmi n. En

effet, choisir un chemin ayant k succes revient a choisir quelles sont, parmi les n expériences, celles
associées a un succes.
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Proposition 2.6

PourtoutneN*et0<k<n:

n| n!
k| K-k

Remarque.
La Proposition 1 permet de calculer directement un coefficient binomial. Les calculs de factorielles
sont toutefois fastidieux et l'intérét de cette formule est donc surtout théorique.

Exemple 8.

i

III Loi binomiale

Définition 2.7 — Loi Binomiale

On considere un schéma de Bernoulli de paramétres n et p.
La variable aléatoire X qui compte le nombre de succes obtenu parmi les n épreuves suit
une loi binomiale de parametres 7 et p.

Proposition 2.8

Soit X une loi binomiale de paramétres n et p. Alors, pourtout0< k<n:

n

P(sz)z(k

Démonstration.
Pour calculer P(X = k) a partir de I'arbre représentant un schéma de Bernoulli a n épreuves, il faut :

. . b \ n
. Déterminer le nombre de chemins a k succes. Ilyen a (k .

. Déterminer la probabilité correspondant a un chemin de k succés. Sur un tel chemin, ilya k
succes (de probabilité p et n— k échecs (de probabilité n — p). La probabilité correspondant
a un tel chemin est donc pk(l — p)"‘k.

Finalement, on en déduit que PX = k) = (Z)pk(l - p)”‘k. O

Proposition 2.9

Si X suit une loi binomiale de parametres n et p, alors

EX) =np.

Démonstration.
Pour cette démonstration, on admettra la formule suivante (appelée formule du bin6me de New-
ton) :

n
Pourtous a,beR, (a+b)" = Z akp"k,
k=0
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Soit X suivant une loi binomiale de parametres 7 et p.

EX) = Z kxPX=k)
k=0

n
= Z k(Z)pk(l - p)”_k (d’apres la proposition 3)
k=0
n n B
= k( )pk(l—p)" k
k=1 k

Or, pour tout entier ktelquel<k<n:

kn . n! B n! —x (n—1)! _nn—l
kKl 7T km-k! (k=Dn-k! = (k-DW(n-1D-(k-1) \k=-1/

On en déduit donc :
L n-1
EX) = Z n( )pk(l_p)n—k
iz k-1

_ S (n=1) ko g
TS

Dans la derniére somme, on pose i = k— 1 et on obtient :

_ =1 e
B0 =nx|Y |0 | a-p)

i=0
n—1 -1 i .
S o
izo\k-1
=np x (p +(1- p))n_1 (en utilisant la formule du binéme de Newton aveca=petb=1-p)
=np x ln—l

:np

Exemple 9.
On lance 60 fois un dé équilibré a 6 faces. On noteX le nombre de fois ot I'on obtient 6. Déterminer
EX).

Solution :
Lexpérience consistant a lancer un dé est un schéma de Bernoulli donc la variable X suit une loi

1
binomiale de paramétres n =60 et p = 5 (la probabilité de succes a chaque étape).

1
Ainsi, EX) = np =60 x i 10.
Cela signifie qu'en lancant 60 fois un dé, on obtiendra en moyenne 10 fois un 6.

Proposition 2.10 — (admise)

Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p, alors

VX)=npl-p).

10
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