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Chapitre 1

Intégrale de Riemann

Dans tout ce chapitre, [a,b] C R désigne un intervalle et F un espace de Banach.

1 Fonctions en escaliers

Définition 1.1

— Une fonction ¢ : [a,b] — E est dite « en escalier » s'il existe une subdivision
(g, .. ) de [a,b] telle que ¢ soit constante sur chaque intervalle ouvert
]ai;ai+1[-

On note &([a,b], E) 'ensemble des fonctions en escalier.

— L’intégrale de ¢ sur [a;b] est définie par

b m—
/ 90 E az+1
a i=0

ou ¢; est la valeur prise par ¢ sur |a;;oy1].

Proposition 1.1 — Inégalité triangulaire

Soit ¢ € E([a,b], E). L’application ||¢||g: t — ||¢(t)|| g appartient & £([a,b],R) et

b b
t)dt|| < t)|| gdt.
[ ewa] < [Clels

Démonstration.

/abgo(t)dt

m—1

2 (Oéz‘+1 -

m—1 b
<Y (a—aplels = [ ezt
1=0

E
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Proposition 1.2

&([a,b],R) —> E
L’application J : o - /bgp (bt est linéaire et continue et vérifie
a
b
[ eat] <=0l
a E
Démonstration.
b b m—1 m—1
‘ / p(t)dt]| < / le@®lldt = > (air1 —ai)|eille < @lloo X Y (i1 — i) = @]l (b —a).
a E a i=0 i=0

O

2 Fonctions réglées

Définition 1.2
On note Reg([a;b],E) I'adhérence de £([a;b]; E) dans F([a,b], E) pour la topologie
définie par la semi norme .| co-

Proposition 1.3

Une fonction réglée sur [a;b] est bornée sur [a;b] et P'ensemble Reg([a;b], E) est 'adhé-
rence de &([a;b]; E) dans B([a;b], E) pour la topologie de la norme ||.||oc. C’est donc un
sous-espace vectoriel fermé de B([a;b], E).

Définition 1.3

On note Jrey 'unique prolongement continu a Reg([a;b], E) de I'application linéaire
continue J. De plus, si f € Reg([a;b],E), on note

/abf(t)dt = jReg(f)-

Proposition 1.4

Une fonction f : [a;b] — E' est réglée si, et seulement si, elle admet une limite a droite
et a gauche en tout point.

Démonstration.
— Soit f une fonction réglée et zq € [a,b[. Soit € > 0.
On veut montrer qu'il existe n > 0 tel que pour tous x,y €|xo;xo+ 1],

1f(y) = f@)] <e

Il existe ¢ € E([a; 0], E) telle que || f — ¢||oo < €. On considere n tel que ¢ est constante
sur |xo;xo+1].
Ainsi, pour tous x,y €|xo;zo+ 1],

17 () = F@) < (@) = el +lle(y) —e@)] +lle(x) = F(2)]] < 26
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— Soit f:[a;b] — E une fonction admettant des limites a gauche et a droite en tout
point. Soit € > 0.
Pour tout z € [a,b], il existe n, > 0 tel que

Vy,z €|z, w4000, 0], [|f(y) = f(2)ll<e et Vy,z€lw—ne,x[Na,b], [|f(y) - f(2)ll <e

La famille (Jx —ny;2z+nz[N]a,b]) forme un recouvrement de [a,b].

On considére n > 0 un nombre de Lebesgue associé a ce recouvrement, c’est-a-dire
tel que tout intervalle de longueur inférieure & 7 soit contenue dans un |z —n,;x +
nz[N[a,b).

On considére ensuite une subdivision (ao,...,am) de [a;b] de pas inférieur a 7 et
X e}ai;aiﬂ[.

On considere enfin ¢, la fonction en escalier valant une valeur prise par f sur chaque
intervalle |a; x;[ et |zi; ciq1].

O
Proposition 1.5
— Les fonctions continues de [a;b] dans E sont réglées.
— Les fonctions monotones de [a;b] dans R sont réglées.
Démonstration. Si f est monotone,
lim f(t) = sup f(¢).
ttjf(? telato[
O
Proposition 1.6
L’ensemble des points de discontinuités d’une fonction réglée sur [a,b] est dénombrable.
Démonstration. Soit ¢, — f.
n—-+00
On note C), 'ensemble (fini) des points de discontinuités de ¢, et C' = U Ch.
neN
f est continu sur [a;b]\ C. O

3 Fonctions Riemann-intégrables

Définition 1.4

Soit f :[a,b] — E. On pose

M(f) = {n e E(la.b], B) | vt € [as8], I FON < u(®) |

et 'application Pg : F([a;b], E) — [0,+00] définie par

Pe(f)= inf { / bu(t)dt} .

Remarque. Si f € &([a,], E), PE(f):/abe(t)Hdt.
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Proposition 1.7
L’application Pg est une semi-norme sur F([a;b], E).

Démonstration. Soient f,g: [a;b] — E telle que Pg(f) et Pgr(g) soient finis.
Soit € > 0. Il existe p1 et po fonctions en escaliers telles que

b b
[ m@dt<Po(r)re et [ (it < Polg)+e.

Pour tout ¢ € [a;b], L)+ g(t) | < | Ol + gl < pa(£) + pa(t), done iy +piz € M(f +9).
De plus,

[ -t 010t < Po(r) + Prto) + 2
Donc

Pe(f+9) < Pe(f)+ Pr(g) +2e.

Définition 1.5

On note RZ([a;b],E) 'adhérence de £([a,b]),E) dans F([a;b], E) pour la topologie
définie par la semi-norme Pg.

Proposition 1.8

Une fonction f : [a;b] — E appartient a RZ([a;b], E) si, et seulement si, pour tout
e> 0, il existe p € E([a;b], E) et u € E([a;b],R) telles que

b
vt e a,bl, [F) —p@)l < pu(t) et /a p(t)dt <e.

Démonstration. — Soit f € RZ([a;b],E) et soit € > 0. Il existe ¢ € E([a;b], E) telle que

Pp(f—¢) <e
Par définition de P, il existe p € £([a;b],R) telle que

b
Ve [ab], |£(H)— o) <u(t) et / p(t)dt < Py(f — @) +e < 26,

— Soit f: [a,b] — R. Supposons que pour tout € > 0, il existe ¢ € E([a;b], E) et p €
E([a;b],R) telles que

viela, If0 el <p) o [ uarse

Cela signifie que p € M(f —¢) et que Pg(f —¢) <e.
On en déduit que f € RZ([a;b],E).

Corollaire 1.9
Toute fonction f € RZ([a;b],E) est bornée sur [a;b].
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Démonstration. Pour e =1, il existe ¢ € E([a;b], E) et p € E([a;b],R) telles que
b
vee (ol If@ - el <plt) et [ amdr<

Ainsi, pour tout ¢ € [a;b],

IFON<le®lz+I11f#) - @z <)z + pd)-

Proposition 1.10
Reg([a;b], E) C RI([a;b], E)

Démonstration. Soit f € Reg([a;b], E). Soit € > 0.
Il existe p € E([a;b, E]) telle que ||f — ¢| <e.

On pose pu(t) = ﬁ pour tout ¢ € [a,b].

b
Ainsi, [ p(t)dt < e et [ £(1)~ (0)] < u(e).
Exemple. La fonction

0,1 — R

1
_ (1 it
f: ; s1n<t> sit#0
0 sit=0

est Riemann-intégrable mais n’est pas une fonction réglée sur [0,1] (& démontrer).

Proposition 1.11

a,b],R) — E

E([
L’application J : b est linéaire et continue et vérifie
pp J { ® — go(t)dt

/gadt

< Pe(p).

Définition 1.6

I
.
.
.

On note Znt 'unique prolongement continu a RZ([a;b], E) de l'application linéaire
continue J. De plus, si f € RZ([a;b], E), on note

/a  Ft)dt = Tnt(f).

Proposition 1.12

Pour tout f € RZ([a;b], E f t)dt <PE(f).
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Proposition 1.13 — Inégalité triangulaire

Soit f € RZ([a;b],E). Alors la fonction ¢t — ||f(t)||r appartient a RZ([a;b],R) et
b
| 1515t = Po(p)

Par conséquent,

Démonstration. Soit f € RZ([a;b], E). Pour tout n > 1, il existe ¢, et p, des fonctions en

1
escaliers telles que Vt € [a,b], || f(t) — pn(t)]] < pn(t) et f;’ pn (t)dt < —.

n
Alors

/a " pat

b
< [ @l < (0= a)ll flloo-
.

17O = len®| < 1£E) = on® < (2)
Donc Pr(||f]| — ll¢nll) Nl 0 et on a donc || f|| € RZ(]a;b],R).

Enfin, par définition de l'intégrale de Riemann, on a

b b
[ lr@lae= tim_ ["lea@ldt = Po(p)

4 Sommes de Riemann

Définition 1.7
— On appelle subdivision pointée d’ordre m de [a,b] tout élément
(a0, -y 0m), (T0y -, Tm)) € RMTEXR™HL tel que ap=a < a1 <... <=0
et tel que z; € [ag, 1] (Vi € {0,...,m}).
— On note Sp(m) I'ensemble des subdivisions pointées d’ordre m de [a,b]. On note
Sp= J Sp(m) 'ensemble des subdivisions pointées de [a,b].

meN
— Les éléments de Sp seront notés A = (o, x).

Définition 1.8

Soit f : [a,b] — E une fonction et A(a,z) € Sp(m) une subdivision pointée. On appelle
somme de Riemann associée a A et f I’élément

m—1

SA(f) =D (i1 — o) f (@)

1=0

Soit ¢ € E([a,b], E). Alors, pour tout € > 0, il existe > 0 tel que, pour toute subdivision
pointée A = (o, x) :

<e.
E

[ etat—sae)

max (11 —q;) <n—
Ogigm—l( i+1 z) n |
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Démonstration. On suppose que (f1,...,5k) est une subdivision adaptée a ¢. Soit A = (o, z)
une subdivision pointée.

b m—1 ,q;0 m—1
[ewat-sate)| = | [ o= Y (- ae(w)
a E i=0 Y Y =0 E
m—1 it
= > (o(t) = () dt
70 Qg E

m—1 i1

< 3 [0 - @l
i=0 Y%

< 2Card(K)|ollo x| max (ai+1 — o)

ou K est 'ensemble des intervalles [oy, o41] qui contiennent au moins un f;. ]

Proposition 1.15

Soit f € RZ([a,b],E). Alors, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour toute subdi-
vision pointée A = (o, x) :

Sa(f)

<e
E

Ogl;,lgtzgl(aiﬂ - ai)

Démonstration. Soit f € RZ([a,b],E). Soit € > 0.
b

Il existe ¢, des fonctions en escaliers telles que || f(t) — p(t)|| g < p(t) et / wu(t)dt <e.
a

Il existe 7 > 0 tel que pour toute subdivision A = (a,z) de pas inférieur & 7, on ait

b b
/aSD(t)dt—SA(SO) /au(t)dt—SA(u) <e

<e et
E

En particulier, on remarque que 'on a |Sa(p)| < 2e. O

b b
[ f(t)at—sa(f) e+ [ p(tat—Sa(f)

E \ E
< / 10 =eOlldt+ | [“ovdt=Sa)| +15a()=Sa(Nls
@ E
< 26+ [1Sa(p) = Sa(Hllg
Or,
m— m—1
[Sa(e) =Sa(H)llg = Z iv1—a;) (p(xi) = f(@:)|| < ) (@ip1 —aq)p(wi) < 2e.

i=0 E =0

Corollaire 1.16
Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable telle que f' € RI([a,b],R). Alors
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Pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que, si A = (a,z) est une subdivision pointée de pas

(t)dt —Sa(f")
Soit a une subdivision de pas inférieur a 7.
On applique le théoréme des accroissements finis a f sur [a;, o;41] @ il existe 6; €]ay, 1] tel

que f(at1)— f(O‘Z) (aH—l —a;) f'(0;).
Ainsi, S(q,0)( Z floisr) a;) = f(b) — f(a).

Proposition 1.17

Soit E un R espace vectoriel de dimension finie et soit f : [a,b] — E.
On suppose qu’il existe I € E tel que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute
subdivision pointée A = (o, ),

< e

inférieur a 7, alors

C 0 AR _ <
oJuax (air1—ag) <n=[lI=5a(f)llp<e

Alors f € RI([a,b],E) et /bf(t)dt:I.

11 suffit de prouver la proposition dans le cas de f: [a,b] — R.
Soit € > 0. Il existe 7 tel que pour toute subdivision pointée A = (o, z), max (41— ;) <

0<i<m—1
n= I =Sa(f)llp<e
On remarque que f est nécessairement bornée :
En effet, avec une subdivision A = ((ag,...,am), (o, .. t,...,qm)) oU t € [, 41], on a :
I— (i1 —ai) f(1) =Y (a1 —ap) flar)| <€
ki
Donc
(i1 — )| F(O)] < e+ [T+ (apsr — )| fow)]
ki
Soit m; = inf fet M;= sup f.
[Oéi,Oti+1] [ai,ai_‘_l]
m—1 m—1
En notant S~ (o, f) = (iy1 —ai)m; et ST(a, f) = Z aj+1 — o) M;, on montre que
=0 =0

‘S+(oz,f) —S_(a,f)‘ <de

Soit ¢ une fonction en escaliers égale a m; sur |y, a;+1[ et p égale a M; —m; sur |ay, ]

m—1
/b,u(t)dt = Z (@it1 —aq)(M; —m;)
a =0
= S (Oéaf)is_(aaf)

< 4e



Chapitre 2

Mesure de Lebesgue

Remarque. Point de départ : la notion de volume
Pour construire une théorie de l’intégration plus puissante que celle de Riemann, nous devons
d’abord généraliser la notion de « volume » d des ensembles beaucoup plus complexes que de
simples intervalles ou pavés. La stratégie est la suivante :

1. On part des objets les plus simples pour lesquels le volume est évident : les pavés. Le
volume d’un pavé [a1,b1] X ... X [an,by] est intuitivement T}, (b; — a;).

2. On utilise ces pavés comme des « briques élémentaires » pour approximer le volume
d’ensembles plus compliqués.

La proposition qui montre que tout ouvert peut étre décomposé en une union dénombrable de
cubes est la premiére pierre de cet édifice. Elle nous assure que notre approche est déja assez
puissante pour décrire des ensembles topologiquement fondamentauz.

1 Pavés et volumes des pavés

Définition 2.1

— Un pavé fermé est un produit cartésien de n segments de R :

P:[al,bl]x...x[an,bn] ou algbz
— Un pavé ouvert est un produit cartésien de n intervalles ouverts bornés de R :
P =]ay,bi[x ... X]an,by] ol a; < b;.

— Un cube (ouvert ou fermé) est un pavé tel que pour tout i,5 € {1,...,n}, bj—a; =
bi—a;.

Définition 2.2

Une union de pavé est dite quasi disjointe lorsque les intérieurs des pavés sont deux a
deux disjoints.

12
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Définition 2.3

Le volume d’un pavé (ouvert ou fermé) est :

n

1P| =TT (bi —ai)

i=1

N

i=1

Si un pavé P est une réunion finie quasi disjointe de pavés, P = U P;, alors

N
|P|=>_|P].
=1
&
bo
P
3 3
Py
P
P
—p
P Ps Py
Qa
2al bl

N N
Soient P, Py,..., Py des pavés tels que P C U P;, alors |P| < Z]PA
i=1 i=1
bo
D,
3
Py
Py
P P;
a | ,
2&1 bl

Proposition 2.3

13

Tout ouvert 2 C R™ peut s’écrire comme réunion dénombrable de cubes (fermés) quasi

disjoints.

|
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Ensemble ouvert 2

2 Mesure extérieure

Définition 2.4
Soit £ C R™. On appelle mesure extérieure de E le réel :

A*(E) = inf {Z |C;i|  tel que Vi > 1,C; est un cube fermé et E C U C’i}.

i>1 i>1

Pour tout € > 0, il existe un recouvrement dénombrable de E par des cubes fermés (E C
Ui>1 Ci) tel que
S OICH S A(E) +e.

=1

Remarque. Six € R™, \*({z})=0.

Proposition 2.4

Si C est un cube fermé, alors \*(C) = |C|. }

Démonstration. Soit (C;);>1 un recouvrement dénombrable de C' par des cubes fermés.
On veut montrer que

IC1< Y ICl.

i>1
Soit S; un cube ouvert tel que C; C S; et tel que |S;| < (1+¢€)|Cy.
On extrait alors un sous-recouvrement fini (5;)1<;<n de C.

N N
<Y Isi<+aY |Gl <a+aY|al
=1 =1

i1

Proposition 2.5 — Monotonie

Si By C Ey CR™, alors A*(Ep) C \*(E2). j

— A(R") = 4o00.
— Si E C R” est bornée, \*(F) < +00.

Proposition 2.6

Si C' est un cube ouvert, alors A*(C) = |C|. }
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Démonstration. L’inégalité \*(C) < |C| = |C| est claire.
Soit C'C C un cube fermé. On a \*(C) < X*(C).

Donc |C] < X*(C).

Donc |C| < A*(C).

Proposition 2.7 — Sous additivité dénombrable

15

Si E= UEi’ alors \*(E) < Z)‘*(EZ)

i1 11

Démonstration. Soit E = U FE;.
i>1
Pour tout i > 1, E; C U Ci 1, tel que
k>1

. €
E:K%H<A(Eﬁ+§;
k>1

Alors, comme E C U Ci ks

i>1k>1

Proposition 2.8 — Semi-régularité

Soit £ C R™. Alors \*(E) =inf{\*(O) , O ouvert tel que E C O}.

Démonstration. 11 est clair que A*(E) < inf{\*(0O) , O ouvert tel que E C O}.
On va montrer que si £ C U C;, inf{\*(0) , O ouvert tel que £ C O} < Z |Cs.
i>1 i>1
Soit E C U C; un recouvrement dénombrable de E par des cubes fermés.
i>1
Soit € > 0, on cherche un ouvert O tel que E C O et tel que A*(O) < Z |Ci| +e.

=1

Il suffit de prendre O = U D; ou D; est un cube ouvert contenant C; et tel que | D;| < |C;|+ %

=1

X(0) <Y D <Y |Cil +e.

1>1 i1

On aimerait avoir une propriété telle que si F; et Fo sont deux ensembles disjoints,

)\*(El U EQ) = )\*(El) +A* (EQ)

Cette propriété est fausse en générale.

Soient Eq, Es C R™ tels que d(E7, E2) > 0. Alors,

A (ELU Ep) = N (B1) + M\ (Ba).
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Démonstration. On veut montrer que \*(E1 U Eg) > A*(E1) + A*(E»).

Soit ELUFEy C U C;. Quitte a subdiviser les Cj, on peut supposer qu’ils sont tous de diametre
i1

strictement inférieurs a d(E1, Es). Ainsi, chaque C; n’intersecte qu’au plus un des deux FE;.

Finalement,

D _ICil =) 1Cil+ Y 1Cil = X (By) + A (B2).

i>1 i€Jy i€J2

Si B = U C; est une réunion dénombrable de cubes quasi-disjoints, alors
i>1

=Y _ICil-

i1

Démonstration. Soit E = U C;.
i>1
Pour tout 7 > 1, on note C; un cube contenu strictement dans C; et tel que |C;| > |Cy] +;
N N
Ainsi, \* (U C~'z> = Z|C~'Z\
i=1 =1

Donc \* E)2Z|C|+

Donc \*(E >Z\C\ O

i>1

3 Ensembles Lebesgue-mesurables et mesure de Lebesgue

Définition 2.5

Soit £ C R™.
— On dit que E est Lebesgue-mesurable (ou mesurable) si pour tout € > 0, il existe
O ouvert contenant E et tel que A*(O\ E) < e.
— Si E est un ensemble mesurable, on définit la mesure de Lebesgue de E par

ME) = A\*(E).

Proposition 2.11

— Tout ouvert de R"™ est mesurable.
— Si A*(E) =0, alors E est mesurable.
— Une réunion dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable.

Proposition 2.12

Tout fermé de R™ est mesurable. ]

Démonstration. Soit F' un fermé de R". On écrit, F' = U FNB(0,k) : réunion dénombrable
k>1

de compacts. Il suffit donc de montrer que tout compact est mesurable.

Soit F' un compact de R™. On a A*(F) < +oo et il existe un ouvert O tel que F' C O et tel

que M (0) < M (F) +e.
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On va montrer que A*(O\ F) <e.
On décompose O\ F = U C; (réunion dénomb. de cubes quasi disjoints).
1
N (2
On pose Ky = U C;. Ainsi, d(Kn,F) > 0.
i=1
Donc )\*(KNUF) = )\*(KN)-I-)\*(F)

N
Donc A*(0) < Y |Ci|+ A\ (F)
=1

Donc Z |Ci] < XN(F)—=X*(0) <€
i>1
c’est-a-dire

MO\ F) <e.

O
Proposition 2.13
Le complémentaire d’un ensemble mesurable est mesurable. }
Démonstration. Soit E mesurable et soit € > 0. 1
Pour tout k£ > 1, il existe Oy ouvert contenant E et tel que \* (O \ F) < T
On pose Z = U Oy, (mesurable).
k>1
Z C ECet EC\Z:ZC\E:ﬂOk\E. Donc A*(E°\ Z) = 0. O
k>1
Proposition 2.14
Une intersection dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable. }
Démonstration. .
NE=|UEs| -
i>1 i>1
O

Définition 2.6
Si E est un ensemble mesurable, on définit la mesure de Lebesgue de E par A\(E) = 1

X (E).
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Proposition 2.15

Soit (E;)i>1 une famille dénombrable d’ensembles mesurables et disjoints dans R™.
Alors E = U E; est mesurable. De plus,

=1

AME) =D AE;).

i1

Démonstration. On va montrer que \(E) > Z)‘(El) en montrant que pour tout € >0, N > 1,
i>1

AE) =) ME;) —e.
i=1
On suppose que les F; sont bornés.
E¢ est mesurable : il existe O; ouvert tel que \*(O; \ Ef) < ;
Les ensembles F; = Of C E; sont des compacts disjoints.

N N
Ainsi, d(F;,F;) > 0 pour tous ¢ # j et on a donc A (U) = Z)‘(Fl)

1=1 =1
N N N € N
AE) > A <U F) =D AF) =) ()\(Ei) - 2) > AE)—e
i=1 =1 i=1 i=1

Dans le cas général (les F; ne sont pas nécessairement bornés) :
On utilise une suite de cubes croissante (C%) telle que U Cr =R"
k>1
On pose Dk = Ck \ Ck—l-
Ainsi, F = U E;, = U E;N Dy ou les E;N Dy, sont bornés deux a deux disjoints. Donc

i>1 ik>1

AE) =YY MENDy) =Y AE).

121 k>1 i1

Proposition 2.16

Soit (E;) une suite d’ensembles mesurables de R"™.

=1

— Si pour tout i > 1, E; C E;41, alors A (U EZ> =limy_ 100 AM(EN).

=1

— Si pour tout ¢ > 1, Eiy1 C E; et si A(Fp) < +oo, alors )\(ﬂEz) =

limN_H_oo )\(EN)

Démonstration.
— Soit (E;) une suite croissante d’ensembles mesurables.
On pose A; = E et pour tout k > 2, Ay = Ex\ Ex_1.
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.E3

A(EN)z)\(GAi):iV:)\(Ai) — A(AQzA(UAi).

=1

— Soit (E;) une suite décroissante d’ensembles mesurables telle que A(E7) < +00.

On pose Ay = E\ Ej41.
FEi = ﬂ E; | U U Al
i1 i>1

i>1 1>1

A(El):)\<ﬂEi>+Z>\(Ai) = )\(

Proposition 2.17 — Régularité

Soit £ C R™ un ensemble mesurable.
— Pour tout € > 0, il existe un ouvert O tel que E C O et A(O\ E) < e.
— Pour tout € > 0, il existe un fermé F' tel que F'C E et A\(E'\ F) <e.
— Si AM(E) < 400, alors pour tout € > 0, il existe un compact K tel que K C E et
ME\K)<e

Démonstration.
— Le premier point correspond simplement a la définition de Lebesgue-mesurable.
— Soit £ C R™ un ensemble et soit € > 0. E° est mesurable donc il existe O ouvert tel
que E€C O et A(O\ E€) 0.
On pose F'=0°¢C FE fermé. On a E\F = O\ E€ et donc A\(E\ F) <e.
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— On suppose que A(E) < +o0. Soit € > 0.
E =y ENB(0,K).
Comme A(ENB(O,N)) N A(E), il existe N > 1 tel que M(E) —A(ENBy) < %
—+00
De plus, il existe K fermé inclus dans EN By (donc compact) tel que A((ENBy)\ K) <
€

5
Au final,

ME)SANENBN)+ = < AMEK)+A(ENBy)\K)+ = < MK) +e.

N
N o

Corollaire 2.18

Un ensemble 2 C R" est mesurable :
— si, et seulement si, il existe une famille dénombrable d’ouverts (O;);>1 et un

ensemble de mesure nulle IV tel que E = (ﬂ O; | \N.

i>1
— si, et seulement si, il existe une famille dénombrable de fermés (F;);>; et un

i1

ensemble de mesure nulle N tel que F = (U E) UN.

1
Démonstration. Pour tout i > 1, on pose O; tel que £ C O; et AN(O; \ F) < —.
i

On pose N = (ﬂ Oi) \E. O

i1

Proposition 2.19 — Invariance par translation

Si F C R™ est un ensemble mesurable et x € R", alors ’ensemble translaté =+ E est
mesurable et A(x+ F) = A\(E).

Proposition 2.20 — Invariance par symétrie

Si E C R™ est un ensemble mesurable, alors I’ensemble —F est mesurable et A(—E) =
AME).

Proposition 2.21 — Effet d’une dilatation

Si E C R"™ est un ensemble mesurable, alors l’ensemble aE est mesurable et \(aE) =
a"\(E).

Proposition 2.22 — Effet d’une application linéaire

Si E C R™ est un ensemble mesurable et u € L(R™), alors I’ensemble u(E) est mesurable
et A(u(E)) = |det(u)|A(E).

4 Exemple d’un ensemble non Lebesgue-mesurable

On considere la relation d’équivalence sur R suivante :

r~y<—=z—yeQ.
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Si x € R, on note Cp = (z+Q)NJ0;1[ et P ={C, |z € R}.
Axiome du choix : on construit une application

@.{P — 01
o o 2(0)

ou pour tout C € P, &(C) € C. On pose A= D(P).
On va montrer que A n’est pas mesurable.
— Pour tout z €]0,1], il existe g €] — 1;1[NQ tel que = € ¢+ A.
— VrseQ,r#s= (r+A)N(¢g+A4) =0.
Supposons par 'absurde que A soit mesurable.
Soit B = U (g+A).
q€]-11[NQ
Comme B C [—1;2], A(B) < 3 donc A(4) =0.
On en déduit donc que A\(B) =0.
Or, ]0,1[C B, c’est absurde!

21



Chapitre 3

Théorie générale de la mesure

1 Tribus, algebres, classes monotones et systémes fondamen-
taux

Définition 3.1 — Tribu

Soit M C P(X). On dit que M est une tribu si :
— XeM
— AeM=A°e M
o (An)neNeM:>UneNAn€M

Tribu discréte : M =P(X)

Tribu grossiére : M = {0; X }.

L’intersection quelconque de tribus est une tribu :

Pour A C P(X), on définit o(.A) comme étant la plus petite tribu contenant A.

Définition 3.2 — Algebre

Soit M C P(X). On dit que M est une algebre si :
— XeM
— Ae M= A°e M
— (An)1gnsN EM = Urcnen An €M

Si M est une tribu, alors M est une algebre.
Ainsi, si E C P(X), lalgébre engendrée par E, notée A(E), vérifie A(E) C o(E).

Définition 3.3 — Classe monotone

Soit C C P(X). On dit que C est une classe monotone si
— (An)nen CC telle que A, C Apt1 (VR e€N) = U,enAn €C
— (Ap)nen CC telle que Ap1 C Ay (VREN) = N,en4n €C

Si E C P(X), la classe monotone engendrée par E, notée CM(E), vérifie CM(E) C o(E).

Si M est une algébre et une classe monotone, alors M est une tribu. ‘

22
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Démonstration.

UAn:U<n0A,->.

neN n>0 \i=
O
Lemme 3.2 — Classe monotone
Soit A C P(X) une algebre. Alors CM(A) = o (A).
Démonstration. On veut montrer que C' M (A) est une tribu.
E\F
Pour E€ CM(A), on pose C(E)={ FeCM(A); F\E ;eCM(A)
ENF
Alors C(E) est une classe monotone.
Pour tout E € A, C(E) = CM(A).
Or, pour tout E,FF € CM(A), E€C(F) <= F c(C(E).
Donc pour tout E € CM(A), C(E) =CM(A).
Conséquence : CM (A) est une algebre (et donc une tribu). O
Définition 3.4 — Systéme fondamental
Soit R C P(X). On dit que R est un systéme fondamental si :
— XeR
— (Ap)nen C R telle que Ay, C Apt1 (VneN) = U, cy4An €R
— A BeR= A\BecR.
Pour £ C P(X), on note SF(E) le plus petit systéme fondamental engendré contenant F.
On a SF(E)Co(E).
Lemme 3.3 — Systéme fondamental
Soit £ C P(X) stable par intersection finie. Alors SF(E) =o(E).
Démonstration. Similaire a celle du lemme de la classe monotone. O

Application aux probabilités

Proposition 3.4

Soient P; et Py deux mesures de probabilités sur (2, M). Soit £ une famille de parties
de 2 stable par intersection finie telle que M = o(&). Si P; et P; coincident sur &£, alors
elles coincident sur M

Démonstration. On pose 7={A € c(E);P1(A)=Ps(A)}. Ainsi, 7 est un systeme fondamental
(a vérifier) qui contient £. On a donc SF(E) C 7 et donc o(€) C 7. O

Corollaire 3.5

— Deux mesures de probabilités P; et Py sur (R,B(R)) sont égales si, et seulement
si, elles ont méme fonction de répartition.

— Deux variables aléatoires réelles ont méme loi si, et seulement si, elles ont méme
fonction de répartition.

Remarque. B(R) désigne la tribu des Boréliens de R. Il s’agit de la tribu engendrée par les
ouverts de R. La partie qui suit définit d’ailleurs de maniére plus générale la notion de tribu
Borélienne.
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2 Espaces mesurables et fonctions mesurables

I
.
.
.

Définition 3.5

Soit X un ensemble et M C P(X) une tribu. On dit que (X, M) est un espace mesu-
rable.

I
.
.
.

Définition 3.6
Soit (X,7) un espace topologique. On appelle tribu Borélienne associée a 7 la tribu

B=o(r).

Sur R", on a B C M (R")

Boréliens de R :

B(R) est engendrée par :
— A= {lg,+oc[, ¢ €Q}
— Ay = {]g,+0[, ¢ € Q}
— Az= {} 00,4, ¢ € Q}

— Ay = {]-o00,q[, € Q}
Topologie de [0,+o0] : Boréliens de [0,+o0] :
Les ouverts de [0,400] sont : B(]0,40o0]) est constituée des ensembles :
— les ouverts de [0, +o0[. — A € B([0,+00])
— [0, +o0] — AU{+o0} ou A € B([0,400]).
— les complémentaires des compacts de
[0;400].

B(R) est engendrée par :
— A= {[g,+0], ¢ € Q}
— Az = {lg,+o0], € Q}
— Az = {[-00,q], ¢€Q}
— As= {[-00,q, € Q}

Définition 3.7

Soit f: (X1, M1) — (X2, M2). On dit que f est mesurable si pour tout M € Ma,
f_l(M) S Ml.

Proposition 3.6

Soit f: X7 — Xo.
— Si M est une tribu sur X», alors f~! ={f! , M € M} est une tribu
sur X1, appelée tribu image remproque de M.

— Si M =0c(N), alors f~{(M) =a(f~L(N)).

Démonstration. On a clairement f~1(N) C f=1(M) donc o (f~1(WN)) C f~HM).

Soit 7 une tribu telle que f~H(N) C 7.

Montrons que f~1(M) C 7.

On considere {M € P(X3), f~1(M) € T} qui est une tribu contenant N O

Proposition 3.7

Soit f: (X1, M1) — (X2, M3) avec My =0(N2). Alors f est mesurable si, et seulement
si, fﬁl(./\[g) c My
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Proposition 3.8

Soit f: (X1,71) — (X2, 72) une fonction continue out (X1, 71) et (X2, 72) sont des espaces
topologiques. Alors, avec les tribus Boréliennes associées, f est mesurable.

Remarque : Si (X,7) est un espace topologique, la tribu des Boréliens associée est o(7).

Proposition 3.9

La composée de fonctions mesurables est mesurable. }

Définition 3.8

Soient (X7, M) et (X2, Maz) deux espaces mesurables.
La tribu produit M; ® My est la tribu sur X; x Xy engendrée par {A xB, Ae My,Be

Mo},

Remarque : c’est la plus petite tribu telles que les projections p; : X3 X Xo — X7 et
po : X1 X X9 — X5 soient mesurables.

Exemple : B(R?) = B(R) @ B(R?).

Proposition 3.10

Soit f: X — Y7 X Y5 ou Y] X Y5 est muni de la tribu M;® Ms. Alors f est mesurable
si, et seulement si, f{ =pio f et fo =poo f sont mesurables.

Proposition 3.11

Soient f,g: X — [0,+00],R ou C mesurables.
— Alors f+g, f x g et |f| sont mesurables.

1
— Si de plus f ne s’annule pas (ou si f est a valeurs dans [0,+00]), alors — est

mesurable.

Proposition 3.12

Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables (f,, : X — [0,+00] ou R). Alors
— sup,en(fn) et inf,en(frn) sont mesurables
— limsup,, ,, ., fn et liminf, o f,, sont mesurables.
— Si f,, converge simplement vers f, alors f est mesurable (également valable sur

Q).

Démonstration. Soit f = sup,en(fn)-

FH05e) = () £ ' ([05¢])

neN
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3 Espaces mesurés

Définition 3.9

Soit (X, M) un espace mesurable. On dit que p: M — [0;+00] est une mesure si

— (@) =0
— I U A, |l = Z w(Ay) pour toute famille (A4, ),eny C M de parties deux a deux
neN neN
disjointes.

(X, M, ) est appelé un espace mesuré.

— Espace mesuré fini : u(X) < 4o00.
— Espace mesuré o-fini : X = U X, avec u(Xy) < + oo.

neN
Proposition 3.13

Soit (X, M, i) un espace mesuré.
— A1 C Ay — ,u(Al) < /L(AQ)

— A, CAp1 = U Ay | =limy, 400 u(Ar)
neN

— Ap1 C Ay et p(Ag) < +oo=p ( ﬂ An) = limy,— 400 1(An)
neN

— En général, p (U An) < Z w(Ay).

neN neN

n
Démonstration. \J,enAn = U B, ou B, = UAi et Upen4n = U C, ou C,, =
neN i=0 neN
Bn \ anl C An

N(UAn) :N(U Cn) :ZM(Cn)<ZN(An)'

neN neN neN neN

Définition 3.10

Soit (X, M, i) un espace mesuré.
N C X est négligeable s'il existe A € M tel que N C A et pu(A) =0.

Définition 3.11

Un espace mesuré (X, M, u) est dit complet si tout ensemble négligeable de X appar-
tient a M.

Exemple : M (R") est complet.
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4 Construction de mesures

Définition 3.12 — Mesure induite

Soit (X, M, i) un espace mesuré et A € M.
On définit la tribu M(A) ={ANB; B € M} et pua la mesure :

VE € M(A), pa(E) = u(E).

On obtient ainsi une espace mesuré (A, M(A),u4) appelé espace mesuré induit.

Définition 3.13 — Mesure image

Soit ¢ : (X, M, ) — (Y, ) une fonction mesurable.
On appelle mesure image de p par ¢ la mesure v = ¢, définie par

VAeN, v(A)=pue¢(4)=p{zeX; ¢(x) € A}).

Remarque : en probabilité, 'espace mesuré est souvent noté (2, M,P) et si X : Q@ — R est
une variable aléatoire (c’est-a-dire une fonction mesurable), X, P est notée Px.

Proposition 3.14

Soit f: X — [0 ;+o00] une fonction mesurable. Alors I'application

M — [0;400]
VP A e /Afdu

est une mesure sur M.

Démonstration. La preuve sera faite au chapitre suivant. ]

Définition 3.14 — Mesure de densité

La mesure vy donnée par la proposition précédente est appelée mesure de densité f par
rapport a u. Elle est notée f - pu.

Remarque : Siv = f-du, on note aussi dv = fdu.
Exemple : en probabilité, on considére souvent la distribution exponentielle de parametre
a>0

ax

R — Rt
f r — 1 -
[0:+00[(T) e

et la mesure de densité f-\ ou A est la mesure de Lebesgue.
Une variable aléatoire X : @ — [0;+o00[ suit une loi exponentielle de parametre a, si Px =

Foa

Autrement dit, si pour tout ensemble A C €2 mesurable,
P(X € A) = / 10 00 () e 2% (z).
A
On verra dans le chapitre sur les espaces produits que si (X, M) et (Y,N) sont deux espaces

mesurables, la tribu produit M ®@N est engendrée par les pavés mesurables. On peut ensuite
construire la mesure produit de deux espaces mesurés de la facon suivante.
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Proposition 3.15

Soient (X, M, p) et (Y,N,v) deux espaces mesurés. Il existe une mesure A sur M QN
telle que A\(A x B) = u(A)v(B) pour tout (A,B) € M xN.
De plus, si u et v sont o-finies, alors cette mesure est unique. On la note pQv.

Démonstration. La preuve sera faite dans le chapitre sur les espaces produits O

Conséquence : une fois construite la mesure de Lebesgue Ag sur B(R), il existe une unique
mesure sur B(R?) telle que la mesure de tout ensemble de la forme A x B soit Ag(A4) x Ag(B)

5 Mesures boréliennes

Définition 3.15 — Mesure borélienne

Soit (X,7) un espace topologique et B = o(7) la tribu borélienne associée a 7. On
appelle mesure borélienne toute mesure p définie sur la tribu B qui est finie sur tout
compact.

Dans la suite de cette partie, pu désigne une mesure borélienne sur B = o (7).

Définition 3.16

— Un ensemble B € B est extérieurement régulier si

w(B) = inf {§(0), O ouvert et B C O}.
— Un ensemble B € B est intérieurement régulier si
w(B) =inf {u(K), K compact et K C B}.

— Un ensemble B € B est régulier s’il est intérieurement et extérieurement régu-
lier.
— La mesure p est réguliére si tout ensemble B € B est régulier.

Proposition 3.16

Soit (B, )ne n une famille d’ensembles boréliens réguliers. Alors (J,,cy By, est un borélien
régulier.

Démonstration. On peut supposer que la suite est croissante.
— Montrons la régularité intérieure de B =J,, ¢y Bn.-
p(B) = limy— oo p1(Br).
Soit av < p(B). 1l existe n € N tel que o < p(By,) < pu(B).
Il existe un compact K C B, C B tel que a < u(K) < u(B).
Donc inf {u(K), K compact et K C B} > u(B)

— Montrons la régularité extérieure de B = J,, ¢y Bn.
Pour tout n € N, il existe O,, ouvert tel que B, C Oy, et u(Oy) < u(B,)+ <

AL
On pose U = U, ey On- Alors
wU) < u(B) +e.
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n
On pose U,, = U O;.
i=0
On prouve par récurrence que :

M(Un) < N(Bn) + Z Py

La propriété est vraie pour n = 0.
Supposons qu’elle est vraie au rang n.

w(Uns1) = w(Un)+1(Ont1) = (Un N (Ont1))

" €
< N(Bn) + Z 27 + M(On+1) - M(Bn)
k=0
n+1

€
#(Ont1)+ oF
k=0

N

Proposition 3.17

On suppose X métrisable, localement compact et séparable. Alors toute mesure boré-
lienne sur X est réguliére.

Démonstration. Soit p une mesure borélienne sur X.
Soit O ouvert. On va montrer que O est régulier.
O est localement compact et séparable donc il existe une suite croissante K,, compacts de X
tels que K, C O et tels que O = U,,cny Kn-
On a p(0) =limy, 40 (Ky) done O est intérieurement régulier.
On note B, 'ensemble des boréliens réguliers.
On va montrer que B, est une tribu.

— Supposons que X est compact (donc p < 00). Soit B € B,. Soit € > 0.

Il existe K C B C O tels que A(B) = A(K) < e et A(O)—A(B) <e.

1(B) = p(0%) = ((X) — u(B)) = ((X) = u(0)) = u(0) — u(B) < e

Ainsi, toute mesure borélienne sur un espace métrique compact est réguliere.
Supposons que X est métrisable, localement compact et séparable. X,, = J, ey Kn-
Soit B € B,. On pose B, = BN K,,.

Il suffit de montrer que pour tout n € N, B,, est régulier.

Pour n € N, on note u, la mesure induite par p sur K.

Ln est réguliere.

On montre la régularité intérieure de B, :

Soit € > 0. Il existe L,, C By, compact tel que pi,,(By) — pin(Ly) < €.

K,, est compact donc L, est un compact de X et p(Ly) = pin(Ly).

On montre la régularité extérieure de B,, :

Soit € > 0. Il existe un ouvert V,, de K, tel que V C By, et tel que u(V,,) —u(By) < e.
On pose U, =V,,U(V'\ K,,). Alors U est un ouvert de X.

De plus, pu(Uy) — p(By) < €.

Proposition 3.18

Si p est une mesure borélienne sur R”, invariante par translation, il existe une constante
c telle que p(B) = c¢A\(B) pour tout borélien B.
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Démonstration. Montrons I'existence de ¢ € RT telle que u(C) = ¢|C| pour tout cube C.
On voit que pour m € N*, en écrivant [0;1[[n comme réunion de 2" cubes :

p([051]") = 2" u(C)

ou C est 'un de coeslc%bes.
Done u(C) = PUE) 017y x A@©) = er(©).

2mn
On en déduit que pour tout ouvert O, u(O) = cA(O) puis I'égalité pour tout borélien (par
régularité de p). O

Proposition 3.19

Soit E'C R™ un ensemble Lebesgue-mesurable. Soit u € L(R™). Alors u(F) est Lebesgue-
mesurable et A(u(E)) = |det(u)|A(E).

Démonstration. Si u n’est pas inversible, son image est contenue dans un hyperplan. Ainsi,
u(R"™) est négligeable et 1'égalité est vérifiée pour tout £ C R™ Lebesgue-mesurable.

Soit u € L(R™) inversible. On suppose de plus que E € B(R").
u(B) = (u=1)"YB) € B(R") car u~! est continue.

Pour B € B(R™), on pose u(B) = Au(B)).
Ainsi, p est la mesure image de A par u ™
Comme elle est invariante par translation, il existe ¢ > 0 tel que u = cA.

: ¢’est une mesure borélienne.

On montre que ¢ = |det(u)|. Avec la décomposition polaire : u=vo¢ (v symétrique défini posi-
tif et ¢ orthogonale). On a ¢ =c,cgy. Ona cy =1 car ¢(B) = B donc A(¢(B)) = cyA(B) = A(B).
Et, ¢, = det(v) car en diagonalisant v, on voit que le cube unité [0,1]" se transforme en
[0,a1] X ... x [0, 0]

Soit £ = BUN C R"™ une partie Lebesgue-mesurable. Il existe un Borélien Ny tel que N C Ny
et )\(NQ) =0.
Ainsi, u(E) = u(B)Uu(N) ou u(B) est un Borélien et u(N) négligeable.
On en conclut que u(E) est Lebesgue-mesurable.
De plus,
Au(E)) = Au(B)) = | det(u) A(B) = | det () |A(E).



Chapitre 4

Intégrale de Lebesgue

1 Intégration des fonctions étagées mesurables a valeurs dans
[0;+o00]

Définition 4.1 — Fonction étagée

I
.
.
.
.
~
.

Une fonction f: X — Y est dite étagée si f(X) est un ensemble fini.

Définition 4.2 — Représentation standard

N

.

.
.

Ay

.

Supposons Y = R, C ou [0;4+00[. Soit f: X — Y une fonction étagée avec
Card(f(X)) =m < +o00. On note f(X) = {y1,...,ym} et A; = fF1({w:}).

Alors f = Zyi:ﬂ‘Ai'

=1

I
.
.
.

Définition 4.3
Soit (X, M, u) un espace mesuré et f: X — [0;+o0[ étagée mesurable de représenta-
m

tion standard f = Zyiﬂ A, L'intégrale de f sur X est :
i=1

/X fdp = ;ym(z‘l )

Notation : /fd,u /f )du(x /f ,udx_/f

Remarque : Si A € M, / 1adp = p(A).

31
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Soit (X;)1<j<k une partition de X d’ensembles mesurables, et soient a; € [0;+o00[ (pour
1< j < k), alors la fonction f = Z?Zl a;jlx; est étagée mesurable et

k
/ fdp =Y a;u(X;).
X =

m
Démonstration. Soit f = Zyi]l A, la représentation standard de f.
i=1
Alors pour i € {1,...,m}, A; = U X; avec I; ={j € {1,...,k}, aj = y;}. Donc
JEIl;

m

m k
/)(fd/L:Zym(Ai) :Zyi (Z M(Xj)) = ZajM(Xj)~

i=1 JEL;

Proposition 4.2

Soient f,g: X — [0;+00[ deux fonctions étagées mesurables et soit a € [0;+o0[. Alors
f+ ag est étagée mesurable et

/)((erag)du:/dequa/ngﬂ.

Démonstration. Soient f=3" y;1a, et g= 2?21 zj1p; les représentations standards de f
et g.

X =; j(AiN Bj) et cette réunion est disjointe.

De plus, f+ag =73, ;(yi +az;j)1a;np,. Donc,

Jrragan = Ylw+azu(4ns)

.3

m k k m
= > ui> wANB)+Y az > ul(AinBj)
=1 =1

i=1 j=1

m k
= Zyiﬂ(Ai)+aZZjl‘(Bj):/ fdu+a/ gdp.
i=1 j=1 X X

Proposition 4.3

Soient f,g: X — [0;+o00[ deux fonctions étagées mesurables ;

Si f<yg, alors/ fdué/ gdp.
X X

Définition 4.4
Soit f: X — [0;400[ une fonction étagée mesurable et soit A C X un ensemble me-

surable. On définit :
[ fan= [ fiadp.
A X
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Remarque : si f: X — [0;+00[ est une fonction étagée mesurable, et si A et B sont deux
ensembles mesurables tels que A C B C X, alors

[ s [ ran

Proposition 4.4

Soit f :[0;+o0o[ une fonction étagée mesurable.
M — [0;+00]

L’application vy : { A / fdp est une mesure sur M.
A

Démonstration.
— vy(0) = /@fduzo.

— Soit A= U A, une union disjointe d’ensembles mesurables.
neN

m
Soit f = Zyﬂl x, la représentation standard de f.

=1

vp(A) = Z%H(A NX;)
i=1

~ Sy (ZMAnmXi))
=1

neN

= Z <§:yi,u(AnﬂX¢)> = va(An)

neN \i=1 neN

O]

2 Intégration des fonctions mesurables a valeurs dans [0;+oc]

Théoréme 4.5 — Approximation des fonctions mesurables positives

Soit f: X — [0;+00] une fonction mesurable. Alors il existe une suite (¢, : X —
[0;+00])nen de fonctions étagées mesurables telles que :

— 0< ¢on < Ynt1 < f pour tout n € N.

— (pn) converge simplement vers f.
De plus, si f est bornée sur A C X, alors ¢,, converge uniformément vers f sur A.




CHAPITRE 4. INTEGRALE DE LEBESGUE 34

Démonstration. Soit f: X — [0;+0c] une fonction mesurable.

I 1 2 22n 1
On éerit [0;+00] = [0;27[U[2"; +-00] = {0;2 [u[ [u...u[ ;2 | U275 400].

on ' on on

Pour tout n € N, on pose F,, = f~1([2";4+0o0]).
k k+1
Pour tout k € {0,...22" — 1}, on pose E, = f~1 ({%,;D

On pose enfin, pour n € N,
n

k
On = Z 27]1En,k —|—2n]1pn.
k=0

Les fonctions ¢, sont mesurables et pour tout x € X, ¢,(x) < f(x).

Montrons que ¢, < pni1. Soit z € X. Supposons que f(x) < 27+,

E k+1
Alors il existe k € {0,...22" — 1} tel que f(z) € {Qn’; :
k k 2k+1 _ k
Alors @ (7) = o~ et pny1(z) = on OU en+1(z) = QTL > o

Dans tous les cas, on a bien ¢, (z) < pni1(z).
On voit de plus que (p,) converge simplement vers f.

Supposons enfin que A C X et que f est bornée sur A.
On considere ng tel que pour tout = € X, f(x) < 2". Alors, pour n > ng et pour tout x € X,
on(z) — f(z)] <27 O

Proposition 4.6

Soit f: X — [0;400] une fonction mesurable. Avec les fonctions ¢,, étagées mesurables
données par le théoréme d’approximation, on a :

/ pndy —> sup{/ edu, ¢ X — [0;+00] étagée mesurable telle que ¢ < f}.
X n—-+0o00 X

Démonstration. La suite / wndp est croissante donc elle admet une limite quand n tend
X
vers +o00.
En notant [ = lim / pndp et I le sup considéré, on a [ < I. Montrons que I <.
n—+oo J x

Soit ¢ : X — [0;+o0o[ étagée mesurable telle que ¢ < f. On veut montrer que / edp < 1.
X

Soit a € [0;1[. On pose E, ={z € X, on(z) > ap(z)}. Ona X = U E,.
neN

Ainsi, / ndp 2/ ondp > a/ edp = vy,(Ey).
X E, En

Par conséquent, par passage a la limite,

/ pdp = vy (X) > 1.
X

Définition 4.5
Si f: X — [0;+00] est une fonction mesurable, on définit I'intégrale de f sur X par :

/ fdu =sup {/ odp, p: X — [0;400] étagée mesurable telle que ¢ < f}
X X
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Définition 4.6

Si f: X — [0;+00] est une fonction mesurable et si A C X est un ensemble mesurable,

on pose :
[ fan= [ siadn.
A X

Remarque : Si pu(A) =0, alors pour toute fonction mesurable f: X — [0;400], on a

/Afduzo.

Proposition 4.7

Soient f,g: X — [0;+00] des fonctions mesurables telles que f < g.
Alors / fdu < / gd .
X X

Proposition 4.8

Soit f: X — [0;400] une fonction mesurable et o > 0.

Alors/ afdu:oz/ fdu.
X X

Proposition 4.9

Si f: X — [0;+00] est une fonction mesurable, et si A et B sont deux ensembles
mesurables tels que A C B C X, alors

[ fu< | ran

Définition 4.7

Une fonction f: X — [0;+400] est dite intégrable si elle est mesurable et si
/ fdp < +o0.
X

Proposition 4.10
Si f: X — [0;400] est intégrable, alors u({f = +o00}) =0.

Démonstration. Supposons que m = pu({f = +oc0}) > 0.

En notant ¢, la suite de fonctions étagées approximant f, on a :
pour tout z € {f =400}, pn(x) =2".

Par conséquent,

/cpnd,u>m2” — +00.
X

n—-+0o

Théoréme 4.11 — Convergence monotone

Soit fy, : X — [0;+00] mesurables telles que, pour tout n € N, f,, < fp41. Alors, avec

f=supf,, ona:
neN

/X fudp — /X fdu.
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Démonstration. La suite ( / fnd,u> est croissante donc elle admet une limite [ lorsque n
X

tend vers +oo.

Pour tout n € N, f,, < f donc I < / fdu. On va montrer que / fdu <.
X X

Soit ¢ : X — [0;+o00[ une fonction étagée mesurable telle que ¢ < f.

Soit a € [0;1]. On pose E, = {z € X, fn(z) = ap(zx)}.

Alors X = U E,.

neN
Vf, (X) = Vf, (ETL) P Ua<p(En)

Or, vap(En) — avy(X).

n——+oo

Par conséquent, | > a/ pdp et on a donc [ = / fdp. O
X X

Remarque : Avec les hypotheéses du théoreme de convergence monotone, f est intégrable

si, et seulement si, ( / fnd,u> est majorée.
X

Corollaire 4.12
Soient f,g: X — [0;400] deux fonctions mesurables. Alors

/X(f+g)du=/deu+/ngu-

Démonstration. Soient f,g: X — [0;4+00] deux fonctions mesurables. On considére deux
suites (fn) et (gn) de fonctions étagées mesurables de X dans [0;+400] telles que f,, < frt1,

In < gna1 et telles que f, — fetg, — g.
n——+o00 n——+o00

[ Gargdu= [ fuan+ [ gudp.

En passant a la limite, on obtient :

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

On a, pour tout n € N,

Corollaire 4.13

Soit f: X — [0 ;+00] une fonction mesurable. Alors l'application

M — [0;+00]
Uy A — /fd,u,
A

est une mesure sur M.

Démonstration. Soit f: X — [0 ;+o00] une fonction mesurable. On a clairement v (@) = 0.

Soient A = U A, une réunion disjointe de parties mesurables.
neN
On pose gn = 7 La,.
La suite (g f)nen est une suite croissante de fonctions mesurables qui converge vers (1 4f).
D’apres le théoréeme de convergence monotone :

Jontan=3 [ san [ vasdu= [ sau
neN
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Ainsi, vf(A) = Z v(Ap). O

neN

Définition 4.8 — Mesure de densité

La mesure vy donnée par le corollaire précédent est appelée mesure de densité f par
rapport a p. Elle est notée f- p.

Définition 4.9 — Egalité presque partout

Soient f,g: X — Y. On dit que f =g wp—p.p. s’il existe N C X négligeable tel que
pour tout z € N¢, f(x) = g(z).

Remarque : f =g up.p. si, et seulement si, il existe N C X mesurable de mesure nulle tel
que pour tout z € N¢, f(z) = g(x).

Définition 4.10 — Propriété vraie presque partout

Si P(x) est une propriété, on dit que P est vraie p— p.p. s’il existe N C X négligeable
tel que P(x) est vraie pour tout z € N€.

Proposition 4.14

Soit f: X — [0;+00] une fonction mesurable. Alors,

f=0 p—p.p si, et seulement si, / fdu=0.
X

Démonstration. Supposons que f=0 u—p.p.
m

Si f est étagée : soit f = Zyj]l A, la représentation standard de f. On a, pour tout j €
j=1
{1,....m}, y; =0o0u p(4;)=0

Ainsi, /X fdu= Zij(Aj) =0.
Cas général : [y fdu = sup{fw du; ¢ étagée mesurable et positive, ¢ < f} =0.
Réciproquement, supposons que / fdu=0.
X
1
On pose E :{xeX; flz) > } pour tout n € N* et £ = U E,={xeX; f(z) > 0}.

n
neN*
Pour tout n € N, u(E,) =0 donc u(F) = 0. De plus, pour tout z € E¢, f(z)=0. O

Corollaire 4.15
Soient f,g: X — [0;+00] deux fonctions mesurables.

Sif=g p—pp., alors/ fd,u,z/ gdp.
X X
En particulier, f est intégrable si, et seulement si, g est intégrable.

Démonstration. On pose h =min(f,g). Ainsi, f—h>0et f—h=0 pu—p.p..
On a donc / (f—h)dp =0 et donc / fd,u:/ hdpu.
X X X

On obtient de méme que / gdp = / hdu, ce qui permet de conclure. ]
X X



CHAPITRE 4. INTEGRALE DE LEBESGUE

Théoréeme 4.16 — Convergence monotone

Soient f, : X — [0;400] mesurables telles que, pour tout n € N, f,, < fr41 u—p.p. et
soit f: X — [0;400] mesurable telle que ll)rf fn(z) = f(z) p—p.p.. Alors,
n o

/ fodp — / fdp.
X n—+oo Jx

Démonstration. Soit E = {x € X ; liril fn(z) = f(x)}. On a, par hypothese, u(E°) = 0.
n—-+00
La fonction f— f1g est mesurable positive et nulle presque partout.

Donc /de,u:/Efd,u.

Idem pour les fonction f, — frlg : / fndu :/ fndp.
X E

La suite (f,1g)nen est croissante et converge simplement vers f1p.
On obtient le résultat avec le théoréme de convergence monotone.

Théoréme 4.17 — Lemme de Fatou

Soit f, : X — [0;400] une suite de fonctions mesurables. Alors

hmlnffndu hmlnf/ Fndpe.
Xn —+o00

Démonstration. On a liminf f,, = lim ( ér>1f fn> = sup { énf fn}
2N

n—-+00 n—-+00 neN
On pose g, = linf fn. La suite g, est croissante.
=>n

D’apres le théoréme de convergence monotone, / gndp — hm 1nf Sfndp.
n—+oo Jx n—+

Or, pour tout n € N et pour tout £ >n, on a g, < fx.

On en déduit que
/ Indp < / fedp
X X

/gndu hmlnffndu

puis que

Corollaire 4.18

Soit fp, : X — [0;+00] une suite de fonctions mesurables.
On suppose que f —+> f w—p.p. avec f mesurable. Alors,
n—+oo

/fduéliminf/ fndpe.
X n—+oo Jx

3 Fonctions intégrables a valeur dans R ou C

Fonctions a valeurs dans R

On pose f1(z) =max(f(z),0) et f~(x) = max(—f(z),0).
On a
f=F=f" et |fl=f"+f".
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Définition 4.11 — — Intégrable

n dit que f: X — R est p-intégrable si f est mesurable et si [y |f|du < co. Dans ce

cas, on pose
/ fdu= / fru— / fdp.
X X X

— Si f: X — R est intégrable et A C X est un ensemble mesurable, on pose

[ = [ f1adn.

— On note £1(X, 1, R) Pensemble des fonctions intégrables de X dans R ott X est muni

de la mesure p.

Proposition 4.19

LY1(X, 1, R) est un R-ev et I'application

LYNX, ,R) — R
T ;oo [ fan

est linéaire et continue pour la semi-norme sur £!(X, u,R) définie par :

£ exxmy = [ 11

Si f et g sont intégrables, /|f+ozg\du</ |f|d,u+|oz|/ lgldp < +oo.
X X
Ona J(f+ag)=J(f)+aT(g).

Enfin,
ool = | o [
foraul+| [

< /XfJ“d,u—i-/Xffd,u

/ [ fldp
X
Proposition 4.20

— Soient f: X — R mesurable. On suppose qu’il existe : X — R intégrable telle
que |f| < g. Alors f est intégrable.
— Soient f,g: X — R deux fonctions intégrables telles que f < g.

Alors / fdu < / gdp.

— Soient j”(, g: X —)>( R deux fonctions mesurables telles que f=g¢g u—p.p..
Alors f est intégrable si, et seulement si, g est intégrable.
Dans ce cas, on a / fdu :/ gdpu.

— Soit f: X — R int)é(grable. A)l(ors {z € X; f(z) # 0} est o-fini.

N

N

— Soient f,g: X — R deux fonctions mesurables telles que f =g p— p.p.. Supposons
que f est de plus intégrable.
La fonction mesurable positive |g — f| est nulle p—p.p..
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Donc / lg— fldp=0.
X
Ainsi, g = (g — f) + f est intégrable.

De plus,
‘/ (Q—f)dﬂ—/ gdu’é/ |f —gldu =0,
X X X

[ rdu= [ o
1

— Pour n € N*, on pose E :{xEX; |f(z)] 2}.
n
Alors

et on a donc

1
171> [ 171du> -u(E,)

Par conséquent, {z € X; f(z) #0} = U E,, avec u(E,) < +oo.
neN*

Fonctions a valeurs dans C ou dans R"

Définition 4.12 — Intégrable a valeurs dans C

40

n dit que f: X — C est p-intégrable si f est mesurable et si [ |f|dp < oo.
Dans ce cas, on pose

[ sdn= [ Re(pau+ [ rm(pap

Définition 4.13 — Intégrable a valeurs dans R”

oit f=(f1,.--,fn): X — R™
On dit que f est u-intégrable si pour tout i € {1;...;n}, f; est intégrable.

/Xfldu

Dans ce cas, on pose / fdp= :
X
/ fndp
X

Proposition 4.21

Soit A C X un ensemble mesurable et soit f: A — C. Alors f est pg-intégrable si,
et seulement si, f est la restriction & A d’'une fonction g : X — C telle que gl 4 est

p-intégrable.
Dans ce cas,
/ Jdpa = / gdp.
A A
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4 Théoreme de convergence dominée

Théoréme 4.22 — Convergence dominée

Soit (X, M, i) un espace mesuré et Y =R ou C. Soit f,, : X — Y une suite de fonctions
intégrables. Soit f: X — Y une fonction mesurable telle que :

— fn o — [ n—pp
n—-+00
— il existe g : x —> [0;+o0] intégrable telle que : Vn €N, |f,|<g p—p.p.
Alors, f est intégrable et / |frn— fldu — 0.
X

n—-+o00

Remarque : La conclusion du théoréme implique également que / fndp — / fdu.
X n—+o0o Jx

Démonstration.
— On suppose que les hypothése sont vérifiées « partout ».
Par passage & la limite, |f| < g donc f est intégrable. On pose h, =29 — |fn, — f]
(mesurables et positives).
Lemme de Fatou :

/liminfhnd,u < liminf/ (29 — | fu— f)dp
X X
- /2gdu+liminf/ (1 — f1)du
X X
_ / 29dy1 — limsup / (1fn— fI)du
X X

Or, liminf h,, = 2¢g donc limsup/ (|fn—f1du <0.
b's

—+00
— On suppose les hypotheses « presque-partout ».

On peut supposer qu’il existe N € M de mesure nulle tel que f, —+> f sur N¢ et tel
n—-+0o0

Finalement,/ |fn—=flduy — O
X n

que |fo] < g sur N°.

Par passage a la limite, |f| < g sur N¢.

Donc f1 e est intégrable et donc f aussi.

Pour toute fonction 1, on note zz =11 ye.

Alors f, —> fet |ﬁ\ < g (partout).
n—-+0o

On en déduit que/ (|ﬁ—f|)dﬂ — 0
X n—-4o0o

puis que/ |fo—fldp — 0
X

n—-+o0o

O

Il est en outre possible d’énoncer une autre version du théoréme de convergence dominée,
dans le cas ou I'on ne suppose pas que la fonction f est mesurable.



CHAPITRE 4. INTEGRALE DE LEBESGUE 42

Théoréme 4.23 — Convergence dominée

Soit (X, M, u) un espace mesuré et Y =R ou C. Soit f,, : X — Y une suite de fonctions
intégrables. Soit f: X — Y une fonction telle que :

— fn o — [ n—pp.

n——+00
— il existe g :  — [0;+o00[ intégrable telle que : Vn €N, [fu|<g p—p.p.
Alors, il existe f: X — Y intégrable telle que f=f u—p.p. et telle que

J Vfa=Fldu — 0.

Exemple : Montrer que la suite définie par u,, = sin”(x)dA(z) converge et déterminer
[0;%
sa limite.

Solution :
— Pour tout n € N, x+— sin"(z) est continue sur [0; 5] donc mesurable.

— Pour tout z € [0; §[, sin"(z) — 0.
n—-+00

— Pour tout n € N, pour tout ¢ € [0; 7], [sin”(x)| < 1 ou la fonction constante égale a 1
est intégrable sur [0; 7.

03 — R
On note f: NN 0 siz#7% .
1 siz=7F

D’apres le théoreme de convergence dominée, :
— f est intégrable;

— sin”(z)|dA\(x) — 0;
/;gﬂ (2)|aN),

—/ sin”(z)dA(z) — 0.
03]

n—-+o0o

5 Théoréme de continuité et de dérivabilité sous ’intégrale

Théoréme 4.24 — Théoréme de continuité

Soit (X, M,u) un espace mesuré et (E,d) un espace métrique. Soit a € F et f: X X
E — C qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout y € E, f,: v € X — f(x,y) est mesurable.
2. Pour p-presque tout z € X, f,:y € E— f(x,y) est continue en a.

3. Il existe une fonction g € £ () telle que, pour p-presque tout z € X et pour tout
yEE, |f(zy)l < g(@)

Alors, I’application F': { / est bien définie et continue en a.
y — x,y)du(x

Démonstration. Soit y,, € E telle que y,, — a. On va montrer que F(y,) — F(a).
n—-+00 n—+00

Il suffit d’appliquer le théoreme de convergence dominée a f, = f,,.
On a ainsi :

F(yn) = /Xf(x,yn)du(x) e /Xf(x,a)du(x) = F(a).
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Exemple : Si f € £L'(R"), on pose f(y) :/ f(2)e " <"v>dg.
X

Alors fest bien définie sur R” et continue sur R".

Théoréme 4.25 — Théoréme de dérivabilité

Soit (X, M, ) un espace mesuré et I C R un intervalle ouvert. Soit f: X x [ — C qui
vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout y € I, f, :x € X — f(z,y) est mesurable.
2. Pour p-presque tout z € X, f, :y € I — f(x,y) est dérivable sur I.
3. 1l existe une fonction g € £L(u) telle que pour p-presque tout x € X, pour tout

yel, |g£<x,y>| < g(@).

I — C
y — /X f(@,y)du(z)

Alors ’application F : { est bien définie et dérivable sur 1.

De plus, pour tout y € I,
_ [ 9f

F'(y) = . @(%y)dﬂ(w)-

r hp)—F
Démonstration. Soit yg € I. Soit h,, € R telle que h, — 0. On va montrer que (o + Fn) (%)

n—-+oo hn
converge lorsque n tend vers +oc.

F(yo+hn) — F(y0) f(@,y0 +ha) = f(2,90)
0 - 0 :/X 0 - 0 dpu(z).

On pose fp(z) = J(@,y0+ In) = (@, o) (fonctions mesurables)

hy
D’apres le théoréeme des accroissements finis, pour p-presque tout = € X, |fn(z)| < g(x).

On obtient ainsi le résultat a l'aide du théoréme de convergence dominée :

F(yo+hn) = F(yo) of
hn nﬁm/)(%(xayo)du(x).

Exemple : Si f:[0;+00[— R est intégrable, alors I’application

[0;+00] — R
F- “+o00
x — f(t)e "tdt
0

est bien définie et de classe C! sur [0;+ool.

0
On pose g(t,x) = f(t)e~*'. Alors 8—9(15,3:) = —tf(t)e L
a:
On applique le théoréme de dérivation sous U'intégrale sur Uintervalle I =|a,+oo[.
+00
Ainsi, F est dérivable sur [0;4o00[ et pour tout = € [0;+o0[, F'(z) :/ —tf(t)e *dt.
0

On prouve ensuite que F” est continue avec le théoréme de continuité sous l'intégrale.
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Théoréme 4.26 — Théoréme de différentiabilité

Soit (X, M,pu) un espace mesuré et B C R™ une boule ouverte. Soit f: X x B — C
qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout y € B, fy:x € X — f(z,y) est mesurable.
2. Pour p-presque tout z € X, f, :y € B+ f(x,y) est de classe C* sur B.

3. 1l existe une fonction g € L£(p) telle que, pour tout j € {1,...,k}, pour tous
J1+...+Jjn =7J, pour u-presque tout x € X et tout y € B,

of

-~ < .
ONyy...00ny, 9(z)

(z,y)

I — C
y — /X f(@,y)du(z)

Alors, Alors I’application F : { est bien définie et de classe

C* sur I. De plus,

OF o f

oy = ¢ 1 |
ONyy...0Mmyy o nglylmajnyn(ﬂfay) p(x)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence, en remarquant qu’une application est de
classe C* si, et seulement si, toutes ses dérivées partielles d’ordre k existe et sont continues. [J

6 Théoréme de transfert

Théoréme 4.27 — Transfert

Soient h: X — Y une application mesurable ou (X, M, u) est un espace mesuré et
(Y,N) est un espace mesurable. On munit Y de la mesure h,p.
— Pour toute fonction f:Y — [0;400] mesurable,

| fdthun) = [ sondp.

— Pour toute fonction f:Y — C, f est h,u intégrable si, et seulement si foh est
p-intégrable.
Dans ce cas,

| fthw = [ fonan.

Démonstration. — Si f=14 avec Ac N.
On a h™Y(A) = (foh) LY.

[ fthep) = hugs() = (b7 (4) = [ By = [ (@aom)d

— Si f est une fonction étagée mesurable, on montre le résultat par linéarité.
— Si f:Y — [0;+00] est mesurable, on consideére (,,) une suite croissante de fonctions
étagées mesurables et positives qui converge vers f.

Pour tout n € N, / Ond(hyp) = / pn o hdp.
Y X

Par le théoréeme de convergence monotone, / fd(hep) = / fohdu.
Y X
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— Sif:Y —C,ona / | fld(hsp) :/ | foh|du. L’équivalence est donc démontrée.
Y X

I’égalité s’obtient ensuite en décomposant f avec Re(f)™, Re(f)~, Im(f)" et Im(f)~.
O

Application en probabilités :

Soit (€2, M,P) un espace probabilisé.
Soit X :  — R une variable aléatoire qui suit une loi normale A/ (0,1).
Déterminer ’espérance de X.

— (2, M,P) est un espace mesuré tel que P(Q2) =1.

— X est une application mesurable.

:t2
e” 2 €eRT, ona X,P=g-d\ (X,P est la mesure de densité g par
s
rapport a la mesure de Lebesgue ). On note souvent X, [P =Px.
Cela signifie que pour a < b,

— Sig:xeR+—

P(X € [a,0]) = P (X ([a,8])) = X.P([a,b]) = ;" g-dX.

E(X) = [ XdP
Q

= /(foX)dP avec f:x—w
Q

= [ rax.p)




Chapitre 5

Espaces mesurées produits et

intégration

On commence par définir la notion de tribu produit et d’en énoncer un certain nombre de
propriétés. Ensuite, dans 'objectif de définir la mesure produit, on généralisera ce qui a été
fait avec la mesure extérieure sur R". L’existence d’'une mesure produit sera alors vue comme
une conséquence de ces résultats. La derniére partie, avec les théorémes de Tonelli et de
Fubini sera enfin tres utile pour intégrer des fonctions définies sur des espaces produits.

1 Tribu produit

Définition 5.1

Soient (X1, M;j) et (X2, M2) deux espaces mesurables.
La tribu produit M; ® M est la tribu sur X; x X5 engendrée par {A xB, Ae M{,B¢€

Ms}.

Remarque : c’est la plus petite tribu telles que les projections p; : X1 X Xo — X1 et pa:
X1 x X9 — X5 soient mesurables.

Proposition 5.1

Soit f: X — Y] X Y5 ou Y7 X Y5 est muni de la tribu M ® M. Alors f est mesurable
si, et seulement si, f{ =pjo f et fo =psoo f sont mesurables.

Proposition 5.2

Soient (X7,71) et (X2,72) deux espaces topologiques a base dénombrable d’ouverts. On
note 7 = 71 ® 7 la topologie produit de 7 et de 79, By et By les tribus boréliennes
associées a 71 et 79 et enfin B la tribu borélienne associée a 7.

Alors B=B1®Bs.

Remarque. En général, sans I’hypothése que les topologies sont a base dénombrable d’ou-
verts, on a seulement By x By C B.

Démonstration.

46
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— Montrons que B ® By C B.
Montrons que pour tous My € By et My € By, on a My x My € B.
On sait que pour tous O1 € 11, Og € 7o, O1 X O € B.
Soit O € 11. {Ol X OQ,OQ S TQ} C B.
Donc {El x Ms, Ey€{0,01,05, X1}, M, € Bg} cB.
Soit My € Bs.
{01 X MQ,Ol S 7’1} cB
{Ml X My, My € Bl} C B.
— Réciproquement, supposons que 77 et 7 sont & bases dénombrables d’ouverts et mon-
trons que B C By x Bs.
On remarque que si A; est une base de la topologie 7;, elle engendre aussi la tribu ;.
Par conséquent, {O x O3 € A; x Az} engendre B.
Il suffit alors de voir que {O1 X O2 € A1 X Ay} C By @ Ba.

Corollaire 5.3

Pour tous n,m € N*,

B(R™) ® B(R™) = B(R™™).

Remarque. En identifiant C et R? : f: X — C est mesurable si, et seulement si, Re(f) et
Im(f) sont mesurables.

Définition 5.2

Soit (X;)icr une famille d’ensembles non vides ou X; est muni de la tribu M;. La tribu
®./\/li sur [];c; X; est la tribu engendrée par {p; ' (E;), E; € M;}. C’est la plus petite
i€l

tribu qui rend mesurable les projections p;.

Proposition 5.4
Si I est dénombrable, ®;c; M; est engendrée par 'ensemble {[];c; Es, E; € M;}.

Proposition 5.5

— Si pour tout i € I, M; = o(&;), alors ®MZ est engendrée par {p; '(F;), E; € &}.
i€l
— Si I est dénombrable, ®./\/lZ est engendrée par {[[;c; Ei, E; € &}.
i€l

2 Applications mesurables sur un espace mesuré produit

Définition 5.3 — Tranches d’un sous ensemble mesurable

Soit EC X xY. Pour z € X et y € Y, on note

E,={yeY, (z,y) € E} et E,={zreX, (z,y) €FE}.
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"

Définition 5.4 — Applications partielles

Soit f définie sur X x Y. On note

foryeYr— flzy) et fy:zeX— f(z,y)

Proposition 5.6

Soient (X, M) et (Y,N) deux espaces mesurables et soient z € X et y € Y.
— Si E€e MQWN, alors E; € N et Ey € M.
— Si (Z,P) est un espace mesurable et f: X XY — Z est une application mesu-
rable, alors f, et f, sont mesurables.

Remarque : Les réciproques sont fausses.

Démonstration. — Soit R={ECXxY;E, e N,E,e M,Vx e X,VyeY}.
On veut montrer que M N C R.
SiAeMet BeEN, Ax Be R car pour tout z € X, (Ax B), = B ou (.
Ainsi, R contient tous les pavés mesurables.
De plus, R est une tribu.

Si E, € R, (U En) €R car (U En) = J (En).

neN neN neN
Si E€R,alors E¢€ R car (E°), = (Ey)e.
— Soit FePetzxelX.
Ona (f,)"U(F)={y € Y; f(z.y) € F} = (f(F)), €N’

3 Mesure produit

Théoréme 5.7 — Sommation par tranches

Soient (X, M, u) et (Y,N,v) des espaces mesurés o-finis et soit £ € M@N. Alors les
fonctions z € X — v(E;) et y € Y — p(E,) sont mesurables (& valeurs dans [0;400]),
etona:

J B dute) = [ w(B,)dv(y).

Démonstration. On suppose u(X) < oo et v(Y) < 0.
On va utiliser le lemme de la classe monotone.
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On considére l'algebre A des réunions finies disjointes de pavés mesurables (il s’agit bien
d’une algebre : & vérifier).
On a ainsi M QN =o(A).
En notant C 'ensemble des parties £ € M ®N pour lesquelles la propriété annoncée est
vérifiée, on voit qu’il suffit de montrer que C est une classe monotone contenant A. Le lemme
de la classe monotone permettra alors immédiatement de conclure que C = o(.A).
— D’une part, A CC.
En effet, si £ = A x B, alors v(E;) = 14(x)v(B). On en déduit que z +—— v(E;) est
bien mesurable sur (X, M) et que

J B du(a) = w4 (B) = pev(Ax B),

On raisonne ensuite de méme pour y — u(Ey).

On a ainsi montré que tous les pavés mesurables appartiennent a A et on en déduit

facilement qu’il en va de méme pour les réunions finies disjointes de pavés mesurables.
— D’autre part, C est une classe monotone.

En effet, soit (E,) C C une suite croissante. Montrons que E = U E,eC.
neN
Par hypothese, les fonctions g, : & — v((Ey)z) et hy : y — pu((Ep)y) sont mesurables

et
/ gnd,u:/ hndv = p@v(E,).
X Y

Les suites de fonctions g, et h, sont croissantes et convergent simplement vers g :
x+—v(E;) et h:yr+— p(E,). D’apres le théoréme de convergence monotone, on en
déduit que g et h sont mesurables et que

/gd,u:/ hdv,
X Y

n Soit maintenant une suite (£,) C C décroissante. Montrons que E = ﬂ E,€C. Les
neN
fonctions g, définies comme précédemment vérifient |g,(x)| < v(Y') pour tout x € X.

La suite g, converge de plus vers g : z — v(E,). On raisonne de méme pour h,,. On
conclut alors & ’aide du théoréme de convergence dominée que :

/gd,u:/ hdv.
X Y

On suppose enfin que X et Y sont o-finis.
On écrit X = U X,etY = U Y,, ou les X, et Y,, sont de mesure finies. On peut de

neN neN
plus supposer que ces suites sont croissantes.

Définition 5.5 — Mesure produit

Soient (X, M, pu) et (Y,N,v) des espaces mesurés o-finis. On pose

O]

MIN — [0;400]
“®”'{ E  +— pev(E)= /X v(Ey)dp(x) = /Y u(Ey)dv(y)

Ainsi, p®v est une mesure sur (X x Y, M ® N'), appelée mesure produit.

Démonstration. Le fait que p® v est bien une mesure résulte d’une simple application du
théoréme de convergence monotone. O
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Proposition 5.8

Soient (X, M, u) et (Y, N,v) des espaces mesurés o-finis. La mesure produit est 'unique
mesure A sur (X X Y, M ®@N) telle que pour tout A€ M et BeN,

MAx B) = u(A)v(B).

Démonstration. 11 est clair que p® v vérifie la propriété souhaitée.

Soient maintenant A\; et A2 deux mesures sur (X x Y, M ®@N) vérifiant la propriété.

On suppose dans un premier temps que A1 et Ao sont des mesures finies. Elle coincident sur les
pavés mesurables donc sur toutes les réunions finies disjointes de pavés mesurables (on note
A cet ensemble qui est une algebre). On considére ensuite C = {F € M QN ; \(E) = X2(E)}.
On montre que C est une classe monotone et on conclut grace au lemme de la classe monotone.
Le cas général, ou A1 et Ay sont o-finies s’en déduit ensuite en décomposant X et ¥ comme
réunion d’ensembles sur lesquels les mesures induites sont finies. ]

Remarque. Dans le cas ot X et'Y ne sont pas o-finis, il est possible de montrer qu’il existe
une mesure sur X xY wvérifiant \(Ax B) = u(A)v(B). Cependant, il n’y a pas unicité d’une
telle mesure, interdisant ainsi de parler de la mesure produit. L’existence de telles mesures
est établie en annexe.

4 Théoréemes de Tonelli et Fubini

Théoréme 5.9 — Tonelli

Soient (X, M, pu) et (Y,N,v) des espaces mesurés o-finis.
Soit f: X XY — [0;+00] une fonction (M ® N)-mesurable.
Alors, pour tous z € X et y €Y, les fonctions f, et f, sont mesurables.

De plus, pour tout x € X, on pose g(x) :/ fz(y)dr(y) et pour tout y € Y, on pose
Y

h(y) :/Xfy(a;)d,u(a:). Alors,

— g est M-mesurable et h est v-mesurable.

— /)(gdu:/)(xyfd(u®u):/§/hdy.

Remarque. L’égalité s’écrit aussi :

/. ( /. f(w)du(y)) du(a)= [ fawev)= | ( /. f(a:,y)du(x)) dv(y).

Démonstration. La mesurabilité des fonctions f, et f, a déja été démontrée.
Sif=1gouFEeM®N,lerésultat est vérifié d’apres le théoréme de sommation par tranches
et la définition de la mesure produit. Le résultat est donc également vrai pour toute fonction
étagée mesurable positive.

Soit maintenant f: X xY — [0;400]. Il existe une suite croissante (f,,) de fonctions étagées
mesurables et positives qui converge vers f.

On pose gn(x) :/ oz, y)dv(y) et hn(y) :/ fn(z,y)du(z). Les fonctions g, et h, sont
Y X

ainsi mesurables et vérifient

/gnd,uz/ fnd/L@V:/ hndv.
X XxY Y
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Les suites (gn) et (hy,) sont croissantes et, d’apres le théoréme de convergence monotone,
convergent simplement vers g et h.

En utilisant de nouveau le théoreme de convergence monotone, on obtient le fait que g et h
sont mesurables et que :

/ngMZ/Xxyfd(u@@u):/Yhdy.

Théoréme 5.10 — Fubini

Soient (X, M, pu) et (Y,N,v) des espaces mesurés o-finis.

Soit f: X XY — C une fonction p® v-intégrable.

Alors, pour u presque tout x € X et v presque tout y € Y, les fonctions f, et f, sont
intégrables.

De plus, on définit la fonction g p-presque partout par g(z) = / fz(y)dv(y) et la
Y

fonction h v-presque partout par h(y) :/ fy(x)dp(z). Alors,
X
— g est M-intégrable et h est v-intégrable.

— /ngu:/)(xyfd(u@)l/):/yhdu.

Remarque.

— En pratique, on commence souvent par montrer qu’une fonction est intégrable en uti-
lisant le théoréme de Tonelli avant d’appliquer le théoréeme de Fubini.

— Implicitement, les fonctions g et h sont prolongées « partout » en imposant la valeur
0 la ou elles ne sont pas définies.

— Le théoréme de Fubini s’applique typiquement pour les fonctions définies sur R? munie
de la tribu des Boréliens car on a alors B(R?) = B(R) ® B(R). En revanche, la tribu
de Lebesgue n'est pas égale a la tribu produit. On a bien Mp(R)® My (R) C M (R?)
mais on n'a pas l’égalité. Par conséquent, lorsqu’on considére des fonctions Lebesgue-
intégrable, si 'on wveut appliquer le théoreme de Tonelli ou de Fubini, il faut alors
considérer un représentant de cette fonction qui soit mesurable relativement d la tribu
des boréliens. Un tel représentant existe toujours : pour le prouver, on commencer par
le montrer pour les fonctions étagées puis on généralise le résultat par convergence.

Démonstration. Soit f: X xY — C une fonction p® v-intégrable.
f est mesurable donc il en va de méme des applications partielles. De plus, le théoréme de
Tonelli appliqué a |f| implique que :

/}((/Y!f(w,y)\dv(y)) dﬂ(x):/xxyf|d(,u®1/):/Y(/X]f(m,y)\du(x)) dv(y).

On a donc, d’apres la proposition 4.10, / |f(x,y)|dv(y) < 400 pour p-presque tout = € X
Y
(idem pour l'autre application partielle).

On pose g(z) = / f(z,y)dr(y) lorsque cela a un sens et g(z) =0 sinon. De méme, on pose
Y

h(y) = / f(z,y)du(x) lorsque cela a un sens et h(y) =0 sinon (g et h sont mesurables).
X

De plus, on déduit de I’égalité précédente et de l'inégalité triangulaire que g et h sont bien
intégrables.

Enfin, égalité / gdp :/ fd(p®v) :/ hdv s’obtient en appliquant le théoréeme de
X XxY Y
Tonelli aux fonctions mesurables positives (Ref)4, (Ref)—, (Imf)4 et (Imf)_. O



Chapitre 6

Cas particulier de l’intégrale de

Lebesgue par rapport a la mesure
de Lebesgue

1 Distinction entre M (R") et B(R") et conséquences

Rappels :
— B(R™) est la tribu engendrée par les ouverts de R™.
— M (R™) est la tribu contenant B(R™) et tous les ensembles de mesure extérieure nulle.
— Les ensembles de mesure extérieure nulle sont exactement les ensembles négligeables
de (R™,B(R™),\). Autrement dit, pour N C R" :

A (N)=0 < JAec B(R") tel que NC Aet A(A)=0.
En effet, soit N C R™ tel que \*(N) = 0. Pour tout &k > 1, il existe Oy ouvert contenant
1
N tel que A*(Op\ N) < s

Alors N C (1) Oy et A(Nj>1 Ox) =0.
k=1
— Pour tout A € M (R"), il existe B € B(R") et N négligeable tels que A= BUN.

Proposition 6.1

Soit (X, M, u) = (R", M(R"),A). Soit Y =[0;+00c], R ou C.

Soient f,g:R" — Y avec f=g A—p.p.

Alors f est mesurable si, et seulement si, g est mesurable.

En particulier si h: X — Y est nulle A\ — p.p., alors h est mesurable.

Démonstration. Soient f,g:R™ — Y avec f=g A—p.p.
Supposons que f est mesurable et soit N € M tel que A(N) =0 et tel que pour tout x € N€,

f(z) =g(z).
Montrons que g est mesurable.
Soit A € B(Y). Alors,

g7 (A) = (g7 A)NN)U (g7 (ANN) = (g7 (A)NN) U (FTH(A)NN) € ML(R™).
O
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Proposition 6.2

Soit (X, M, u) = (R", M (R™), ). Soit Y =[0;+0c],R ou C.
Soient f,g:R"™ — Y avec f=g pu—p.p.
Alors f est intégrable si, et seulement si, g est intégrable.

Dans ce cas, on a / fdu :/ gdp.
X X

Démonstration. Supposons que f est intégrable.

f est en particulier mesurable donc g est également mesurable.

La fonction mesurable positive |g — f| est nulle presque partout donc g = f+ (g — f) est
intégrable. De plus,

[ a=nax|< [ g siar=o

O
Proposition 6.3

Soit (X, M, u) = (R", M (R™),A). Soit Y =[0;+0c],R ou C.

Soit fn : R™ — Y une suite de fonctions mesurables. Si f: R” — Y est une fonction

mesurable telle que lim f, = f A—p.p., alors f est mesurable.

n—-+o0o
Démonstration. Soit N € M (R") tel que A(IN) =0 et tel que pour tout z € N¢, liI_’I_l fnlx)=
n—-+0o0o

f(z).
Alors g, = fr1nc est mesurable d’apres le lemme précédent.
Elle converge vers f1yc qui est donc Lebesgue-mesurable.
Par conséquent, f est également Lebesgue-mesurable d’apres la premiére proposition. O

2 Lien entre intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue

Proposition 6.4

Soit f: [a,b] — C une fonction Riemann-intégrable sur [a,b]. Alors f est Lebesgue-
intégrable sur [a,b] et on a :

/[a,b] Fd) = / ’ F)dt.

Démonstration. Soit f : [a;b] — R Riemann-intégrable.
b—
a (pour i € {0,...,2"}).

On pose aussi m; = inf fet M;= sup f.

On pose a; =a+1

[oviseviq1] [ovi,vig1]
on_1 2n—1

En notant (pn = Z miﬂ]ai,ai+1[ et wn = Z Miﬂ]ai7ai+1[’ on a
i=0 =0

— 0.
n—-+4o0o

— 0 et
n—-+40o

/abson(t) —/abf(t)dt /abwn(t) —/abf(t)dt

Ainsi, (¢;,) est une suite croissante et (¢,,) est une suite décroissante de fonctions en escaliers.
Pour tout n e N, o < f <.
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On a de plus, lim gpndt— hm /wndt—/ f(t)de.

n——+0o00
Enfin, par monotonie, ces sultes convergent on note ¢ et ¢ leur limite (ce sont des fonctions

boréliennes).

D’apres le théoréme de convergence dominée, ¢ et ¢ sont Lebesgue-intégrables et ll)r_iI_l / ppdt =
n oo Jq

b
ed\ et lim /wndt: Pd.
[a.0)

[a,b] n—+oo Jq
b
/f(t)dt:/ god)\:/ PpdA
a [a,b} [avb]

Ainsi,
avec p < f <. On a donc P —pdA = 0.
[a,b]
On en déduit que Y —p =0 p—p.p. et donc que f =p =Y u—p.p..

Par conséquent, f est Lebesgue-intégrable et on a

/M FdA = / " rae

Le cas de fonctions Riemann intégrable f : [a,b] — C se traite de la méme facon en travaillant
avec Re(f) et Im(f). O

Proposition 6.5

Soit a < b < +00 et soit f: [a,b[— C localement Riemann-intégrable sur [a,b]. Alors
f est Lebesgue-mesurable.

De plus, f est Lebesgue-intégrable sur [a,b[ si, et seulement si, 'intégrale de Riemann
b
généralisée / f(t)dt est absolument convergente.

/[a,b[ FdA= / " pat

Démonstration. Par définition, / f(t) dt—hm / f(t)de.

Soit (xy,) une suite croissante de [a,b] qui converge vers b.

On pose f, = 144, La mesurabilité de f|jq ., entraine la mesurabilité de f,.
Comme f est limite simple de (f,,), on en déduit que f est Lebesgue-mesurable.
De plus, d’apres le théoreme de convergence monotone,

Dans ce cas,

/ fldA = dm [ [faldr
[a,b]

n—-+o0o [a,b[

- ngr-ir-loo [a7xn]|f’d)\
= Jim [

On en déduit que f est Lebesgue-intégrable sur [a, ] si, et seulement si, 'intégrale de Riemann
b

généralisée / f(t)dt est absolument convergente.
a
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Enfin, comme |f,| <|f], on a, d’apres le théoréme de convergence dominée :

/ fdA = lim Frd
fa.b] [

n—-+00 [a,b

— lim / " r)de

n—-+00

_ /abf(t)dt

Remarque : Attention & ne pas faire de confusion.

sin(x)

— La fonction f:2z € RT — est localement Riemann-intégrable sur [0;+oo].

o0 sin(z)

— L’intégrale de Riemann généralisée dx converge.

0
— En revanche, cette intégrale généralisée n’est pas absolument convergente donc f n’est
pas Lebesgue intégrable sur RT.

3 Théoreme de changement de variables

Soit U et V deux ouverts de R™ et un difféomorphisme de classe C! ¢ : U — V.
On munit U et V de leur tribus de Lebesgue My (U) et Mr(V) ainsi que des mesures de
Lebesgue My et Ay.

Objectif : Exprimer / fdAy avec une intégrale sur U de la fonction fo .
%

Idée : Si .= Ay, ona

dA = / fopdu.
L(u) A u
Il suffit de prendre p= (¢ 1)*A¢(u)).

Si @ est linéaire, pour tout A € Mr(U), A\(p(A4)) = |det(p)| s (A4),
soit (971« (Apn)(A) = | det(p) e (A).

[ s = [ Fowldet(e)ld.
o) u

On a ainsi vu que le résultat que l'on cherche fait intervenir des mesures a densité et des
mesures images. Cela motive I’énoncé du lemme suivant.

Lemme 6.6

oit (X, M, u) un espace mesuré. Soit h: X — [0;+00] une fonction mesurable positive.
Soit (Y,N') un espace mesurable et ) : X — Y une fonction mesurable et bijective.
Alors,

Pu(h-p) = (hop™h) - (tup).

Démonstration. Soit B € N'. On a, d’aprés le théoréme de transfert :
(how™)- ) (B) = [ (how @) = [ (hov o)dn.
B Y=1(B)

Donc

((how™)- (up)) (B) = (h- ) (™ (B)) = v (h- p)(B).
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Proposition 6.7

Soient U et V deux ouverts de R™ et ¢ : U/ — V un C! difféomorphisme. Pour toute
partie Lebesgue mesurable A C U, ¢(A) est une partie Lebesgue mesurable de ¢(U).
De plus,

Ao (0(4) = [ det(! ()| du(a).

Autrement dit,

Démonstration. admise O

Il résulte alors de la proposition 6.7 et du théoreme de transfert le théoreéme suivant.

Théoréme 6.8 — Changement de variables

Soient U et V deux ouverts de R™ et ¢ : U/ — V un C! difféomorphisme.
— Pour tout fonction f:V — [0;+00] Lebesgue mesurable, on a

/gdkvz/(gosr?)ldew’ldm
y u

— Une fonction f:V — C est Ap-intégrable si, et seulement si, (fo¢)|dety’| est
Ay-intégrable. Dans ce cas, on a

/gdAV:/(gw)\dew’ydAM.
y U
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1 Mesure extérieure et application aux espaces produits

Définition .1 — Mesure extérieure

On appelle mesure extérieure une application p*: P(X) — [0;+00] telle que :
— w(@®)=0
— K1 C B, = M*(El) < ,LL*(EQ)

— Pour toute famille (Ay,)nen, pf (U An) < Z,u* (A).

neN n=0

Exemple : la mesure extérieure introduite au chapitre 1 est une mesure extérieure au sens
de cette définition.

Définition .2
Si p* est une mesure extérieure, on dit que A est Carathéodory-mesurable si

VE e P(X), w(E)=p*(ENA)+u*(ENA°).

— Pour montrer qu'un ensemble A C X est Carathéodory-mesurable, il suffit de montrer
que
VEeP(X), w(E)=2upu (ENA)+pu" (ENA).

— @ et X sont Carathéodory-mesurables.
— Tous les ensembles A C X tels que p*(A) = 0 sont Carathéodory-mesurables.
— Si A est Carathéodory-mesurable, alors A¢ est Carathéodory-mesurable.

Théoréme .9 — Carathéodory

Soit X muni d’une mesure extérieure p*. L’ensemble M* des parties Carathéodory-
mesurables est une tribu et (X ’M*’Mrfv{*) est un espace mesuré complet.

Démonstration.
— M* stable par réunion finie.
Soient A, B € M* et E € P(X).

pi(E) = p(ENA)+u"(ENAS)
= p(ENANB)+p (ENANB®)+p*(ENA°NB)+p*(ENA°NB°)
*(EN(AUB))+u* (EN(AUB))

WV

en remarquant que AUB = (ANB)U(A°NB)U(ANB°).
— p* est finiment additive sur M*.
Soient A, B € M* disjointes.

i (AUB) = " ((AUB) N A) + 1" (AU B) N A%) = " (4) + 1° (B).

— M* est stable par réunion dénombrable.
Soient (A;) C M* une suite d’ensembles deux & deux disjoints.
On montre par récurrence sur n > 0 que

VE e P(X), p'(E)= zn:u*(EﬂAi)—F,u* (Eﬂ (CJ Ai>c> .

=0 =1
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On en déduit que pour tout n > 0,

VEeP(X), u (E)> iu*(EﬂAi)—i-,u* (Eﬂ (GA)) :
Ainsi, .
VE e P(X), u*(E) >§:M*(E0Ai)+u* (Em (GA) )
et on a donc :
VE € P(X), M*(EW*<EQ<Q}A¢>)+M*<EQ<QA1>C)

Siles A,, ne sont pas deux & deux disjoints, on pose B, =Ji-, A; puis Cy, = By, \ Bp—1.
On a alors ey An = Unen Bn = Unen Cn et les O, sont deux a deux disjoints.
— p* est une mesure :

w (U Ai) > pt(A).

1€EN €N

Définition .3 — Prémesure

Soit A C P(X) une algebre. On appelle prémesure une application p: A — [0, +0o0]
telle que :

— p(0)=0

—p ( U An> = Z p(A;,) pour toutes A, € A deux a deux disjointes.

neN neN

Si A est 'ensemble des réunions finies de pavés mesurables de R™ : c¢’est une algebre!
De plus, le volume est une prémesure.

Proposition .10

Soit A C P(X) une algebre. et p: A — [0;400] une prémesure.
On définit Papplication p* sur P(X) de la fagon suivante :

VA e P(X), ,u*(A):inf{Zp(EkH VEEN,Ep,e Aet AC UEk}
keN keN

Alors :
— p* est une mesure extérieure ;
— Pour tout E € A, p*(E) = p(E)
— Tout ensemble E € A est Carathéodory-mesurable ;
— (X,0(A), Mo A)) est un espace mesuré ;

— Si X est o-fini (pour la prémesure p), le prolongement a o(.A) est unique.

Démonstration.
— u* est une mesure extérieure.
— Soit E € A. On a clairement p*(E) < p(E).
De plus, soit F C U by
keN
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E= U ENE}) donc p(E) = Zp(EﬂEk) < ZP(Ek)
keN keN keN

On en déduit que p(F) < p*(E).
— Soit F € A. On va montrer que F est Carathéodory-mesurable.
Soit F' € P(X). Soit € > 0.
Il existe F C | J B; tels que Y p(B;) < p*(F) +e.
i€N ie€N
Alors,

pr(F)+e=d p(Bi) =Y p(BiNE)+Y p(BiNE) > p*(FNE)+p*(FNE°).
ieN ieN iEN
— (X,O’(.A),,LLTU(A)) est un espace mesuré d’apres Carathéodory (on a o(A) C M™*).
— Supposons que X est o-fini, c’est-a-dire que X = U A; avec A; € A et, pour tout i €N,
€N
p(A;) < +o0.
On considére p et v deux mesures prolongeant p & o(A). Soit E € o(A).

WE) =Y (AN E) = Y v(A4;N B) = v(E).

iEN ieN
On veut montrer que pour tout E € o(A), pour tout i € N,

On considére A I'ensemble des F € o(A) vérifiant cette propriété. On a A C N et N
est une classe monotone :

Si E, C Eny1, avec u(Ey) =v(E,), pour tout n € N. Alors p(E) = limy,— oo pu(Ep) et
v(E) =limy, 400 v(Ey), donc u(E) =v(E).

Idem pour une suite décroissante. Conclusion : CM(A) C N et, par le lemme de la
classe monotone :

o(A) = CM(A) C N,

Proposition .11

Soient (X, M, u) et (Y, N,v) deux espaces mesurés. Il existe une mesure A sur M QN
telle que A\(A x B) = u(A)v(B) pour tout (A,B) € M xN.
De plus, si u et v sont o-finies, alors cette mesure est unique. On la note u® v.

Conséquence : une fois construite la mesure de Lebesgue Ar sur B(R), il existe une unique
mesure sur B(R?) telle que la mesure de A x B soit Ag(A) x Ag(B)

Démonstration. On considére A I'ensemble des réunions disjointes et finies de pavés mesu-

N N
rables. A est une algebre. De plus, si F = U A; X B;, on pose ((F) = Z,U,(AZ‘)V(BZ'). C est
=1 =1
bien définie d’apres le lemme .12 ci—dessousz. '
N M
En effet, supposons que E = U A; x B; = U Cj x Dj. Soit j € {1;...; M},
i=1 j=1

CjXDj:(CjXDj)ﬂ <6AZXBZ> = (VJ(AZQC]) X(BiﬁDj)

i=1 =1
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N
Donc pu(Cj)v(Dj) = ZM(Ai NC;)v(B;ND;y)
=1
M ' N
Done Y u(C)v(Dy) =D i(AiNCylu(BiNDy) = 3 u(Ai)v(By).
j=1 i i=1
Ainsi, ¢ est une prémesure sur A.
Elle induit une mesure extérieure. Sa restriction & o(A) = M ®N est une mesure \ qui
prolonge (. O

N
Si Ax B= U A; x Bj, on a u(A)v(B) = ZM(Ai)V(Bi)-
i=1 =1

Démonstration. (du lemme)
Pour tousz e X,y €Y :

N N
1a(2)15(y) = Laxs(@,y) = Laxs (x.y) =Y 1a(x)1p(y).
=1 =1

On integre par rapport a x :

N
VyeY, u(A)lp(y)=> u(A)ls,(y).

On integre enfin par rapport a y :

2 Théoreme de Radon-Nikodym

Définition — Absolue continuité

Soient p et v deux mesures sur (X, M).

On dit que v est absolument continue par rapport a u, et on note v < u, si pour tout
E e M tel que u(E) =0, on a v(E)=0.

L’objectif est de démontrer le théoreme suivant faisant le lien entre absolue continuité et
mesure a densité.

Théoréeme — Radon-Nikodym

Soient p et v deux mesures o-finies sur (X, M). Il y a équivalence entre les propositions
suivantes :

(i) v<p

(i7) 1l existe h mesurable (pour la mesure p) et positive telle que dv = hdpu.

Rappel : dv = hdp signifie : pour tout A € M, v(A) :/ hd .
A
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Avant cela, nous commengons par expliquer le terme « absolument continue » (avec la propo-
sition suivante) et donnons quelques définitions supplémentaires, notamment celle de mesure
étrangere.

Proposition

Soient p et v deux mesures sur (X, M).
Il y a équivalence entre :

(i) v<
(it) Pour tout € > 0, il existe § >0 tel que VE € M, pu(E)<d = v(E)<e.

Démonstration. — (#i) = (i) : Soit E € M tel que pu(F)=0. Montrons que v(E) =0.
Soit € > 0. Alors il existe 6 donné par (i7). On a u(E) < d et donc v(E) < e d’apres
(13).
— (1) = (74) : On va montrer la contraposée.
On suppose qu’il existe € > 0 tel que pour tout n € N, il existe F, € M tel que

1
w(Ey) < on mais tel que v(E,) > €.

On pose F' = ﬂ UE”

neNk>n

1
OnaM(U En) < — et donc pu(F) =0. De plus, v(F) > €> 0.

n—1
k>n 2

Soit (X, M, u) un espace mesuré et A € M. On dit que p est portée par A si :
VEeM, wpkE)=uplANE).

Définition — Mesures étrangeres

Soient v et p deux mesures sur (X, M).
On dit que p et v sont étrangeres et on note p | v §’il existe A, B € M disjoints tels
que u est portée par A et v est portée par B.

On en vient alors a la démonstration du théoréme de Radon-Nikodym. On montre en fait une
forme un peu plus générale, appelée théoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym. Le théoreme de
Radon-Nikodym précédemment mentionné sera alors obtenu comme un corollaire immédiat.

Théoréme — Lebesgue-Radon-Nikodym

Soient p et v deux mesures o-finies sur (X, M).
Il existe un unique couple (v1,v2) de mesures o-finies telles que :
— Vv=Vv1t+1s
— <y
— vl pu
Ceci s’appelle la décomposition de Lebesgue de v par rapport a p.
De plus, il existe h mesurable (pour la mesure p) et positive telle que dvy = hdp.
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Corollaire — Radon-Nikodym

Soient u et v deux mesures o-finies sur (X, M). Il y a équivalence entre les propositions
suivantes :

(i) v<p

(i7) 1l existe h mesurable (pour la mesure p) et positive telle que dv = hdpu.

La fonction h est appelée la dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a u.

Démonstration. (du théoreme de Lebesgue-RadonNikodym)
On suppose que v est finie.
— Unicité : Soient v = v +v5 = A] + Ay deux décompositions.
Alors v1 — A\ = Ay — 1.
— A << p.et do—1o L.
On en déduit que 11 = A1 et vo = Ao.
— Existence : Le plan de la preuve est le suivant :
— On pose ¢ =v+p.
— On considere la forme linéaire f € L?(p) — [y fdv.
— On utilise le théoréme de Riesz : il existe g € L?(¢) telle que

Ve L (g /fdv = /ngdw
= /ngdwr/xfgwdu
— Onpose A={zreX; 0<yg(z)<l}et B={zreX; gla=1)},

puis, pour E € M, v1(E) =v(ANE) et nn(E)=v(BNE).
Nous aurons néanmoins besoin des deux lemmes suivants :

Soit u une mesure o-finie sur (X, M). Il existe une fonction w € L!(p) telle que 0 <
w(z) <1 pour tout z € X.

Démonstration. (du lemme)

1 1
— iz e F
X = J En. On pose wy(z) = { 2" 1+ pu(Ey) "o O
neN 0 sinon

Soit A une mesure finie sur (X, M). Soit f € L1()\) et soit S C C un ensemble fermé. Si
1

pour tout E € M tel que A(E) >0,ona Ag(f) = )\()/ fdX €S, alors pour A-presque

tout z € X, f(x) €S

Démonstration. (du lemme)

On veut montrer que A (f~1(S¢)) = 0.

S¢ est une réunion dénombrable de disques. 11 suffit donc de montrer que si D = D(a,1) C S¢,
A(FH(D)) =0,

On note E = f~1(D).

Supposons par 'absurde que A(E) > 0. Alors,

Ap(f) 1/ )| < s Ll —eltn< s
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On a donc, Ag(f) € S ce qui est absurde.
On en déduit ainsi que A(E) = 0. O

On peut maintenant revenir sur la démonstration du théoreme de Lebesgue-Radon-Nikodym.
Démonstration. (de l’existence de la décompostion de Lebesgue)
On suppose que v est une mesure finie.

On pose dp = dv +wdp.
L’application f € L?(p) — [y fdv est bien une forme linéaire.

Pour f fonction mesurable positive, / fdgc):/ fdv—i—/ fwdp.
X X X

Si f e L?(yp),
‘/dey

D’aprés le théoréme de Riesz, il existe g € L?(¢) telle que

< [ < [ 1< ([, Ifrzdso)l/g (p(X))2.

vetie), [ fdv= [ fodp.

Pour E€e Met f=1g, v(E)= [pgde.
1
Comme 0<v<p,ona < ——— [pgdp < 1.
p(B) P
D’apres le lemme, g(z) € [0 1] pour ¢-presque tout x.
On peut méme supposer que g(z) € [0;1] pour tout x € X.

On a
Vf € L2(g), /X (1—g)fdv = /X fowdp.

Onpose A={reX; 0<g(x)<lletB={zrecX; g(zx)=1},

puis, pour E € M, v1(E) =v(ANE) et 1o(E) =v(BNE). Avec f =1p, on obtient 0 = [z wdp.
Comme w(x) >0, on a u(B)=0 et donc vy L p.

Pour E € M, comme 0 < g < 1, on peut remplacer f par (1+g+...4+¢")1g.

On a

[a-gav=[ g1+g+...+g"wdp,
E E

Le membre de gauche converge vers A(ANE) = v (E).
La fonction g(1+g+...4 ¢")w converge en croissant vers une fonction positive h. D’apres le
théoreme de convergence monotone, h est mesurable et

Vl(E):/Ehd,u.

Il en résulte de plus que v; < p.

Supposons que v est une mesure o-finie.

On écrit X = U X, avec pu(Xy) < oo et v(X,) < oo (X, deux a deux disjoints). On pose
neN

v"(E)=v(ENX,) et on obtient une décomposition v = v" +vj.

On obtient finalement le résultat en considérant les sommes.

Dans ce cas, h n’est pas nécessairement intégrable. O
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