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TD 3 — Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

<~ Eléments propres o=

Exercice 1 — Exemples élémentaires.

1. Soit A € My(R) définie par

2 0 O
3 -1 0
3 0 -1
Montrer que 2 et —1 sont valeurs propres de A et déterminer les espaces propres associés.
2. Soit B = (_01 é) € M3(R). Montrer que, si (A,v) € R x M3 1(R) est un couple propre, alors
A2 = —1; en déduire le spectre de B sur R.

3. On voit maintenant B comme matrice a coefficients complexes. Montrer que le nombre imaginaire
i est valeur propre, et trouver l'espace propre associé¢ dans My 1(C).

Exercice 2 — Un endomorphisme de 1’espace des matrices. Soit a,b,c et d 4 nombres
réels. On consideére les matrices réelles A = <(1) g) et M = (Z Z)

1. Calculer AM — M A.
2. Vérifier que 'application ® définie par

D . MQ(R) — MQ(R)
M— AM — MA

est un endomorphisme de Ms(R) et déterminer ses éléments propres.

Exercice 3 — En dimension infinie. Soit £ = C*°(R,R) et D ’endomorphisme de E qui a f

associe sa dérivée f’.
Déterminer les valeurs propres de D ainsi que les sous-espaces propres associés.



<« Polyndéme caractéristique —~

Exercice 4 — Préservation spectrale. Soit A, B deux matrices de M,,(K).

1. Montrer I’égalité des polynomes caractéristiques x 47 = x4, et en déduire que SpK(AT) =
Spk (A).
2. Montrer de méme que Spg(AB) = Spk(BA).

Exercice 5 — Matrice compagne.
1. Soit n € N* et soit ag, ..., a,_1 des éléments de K. Posons
0 1 0 0
A= - 0
0 0 1
aO al PR PEEETY an—l

Montrer que x4 = (—1)”(X" — ZZ;(l) aka). On dit que A est la matrice compagne (ou “com-
pagnon”) du polyndéme unitaire X" — ZZ;& apXF.

2. Soit n € N* et soit ao, ..., a, des éléments de K. Soit P = >"}_ apX*. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour qu'il existe A € M,,(K) telle que x4 = P.

<« Diagonalisation =

Exercice 6 — Trois exemples.

1. Montrer que la matrice A définie par

A=

O = O
—_ O =
o = o

est diagonalisable dans M3(R), et la diagonaliser.

2. Qu’en est-il des matrices suivantes ?

0 -1 2 -1 a a2
B=|o 1 o, ¢c=]10 0 —al|, a€eR.
1 1 -1 0 0 1

Exercice 7. Soit a,b,c € R. La matrice M € M3(R) suivante est-elle diagonalisable ?

0 —-b c
M=]la 0 -—c
—a b O
Exercice 8 — Diagonalisabilité des endomorphismes de rang 1. Soit £ un K-espace

vectoriel de dimension finie et u € L(F) de rang 1.

1. En écrivant la matrice de u dans une base bien choisie, montrez que le polynéme caractéristique
de u est de la forme x, = (—1)"X""1(X — a), ot @ = Tr(u) est la trace de u. Quelles sont les
valeurs propres de u ?



2. Montrez que, si Tr(u) = 0, u n’est pas pas diagonalisable.

3. On suppose que Tr(u) # 0. Montrez que u est diagonalisable.

Exercice 9 — Diagonalisabilité de la transposition. Soit n € N* et f I’application de M,,(R)
dans M, (R) donnée par : pour tout A € M, (R), f(A) = AT.

1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer les éléments propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 10 — Co-diagonalisabilité d’endomorphismes qui commutent. Soit £ un C-
espace vectoriel de dimension finie non nulle. Soit f, g deux endomorphismes de E qui commutent.

1. Montrer que f admet au moins une valeur propre qu’on notera .

2. Montrer que E)(f) est stable par g, et que la restriction de g & E\(f) est un endomorphisme
sur Ey(f).

3. En déduire qu’il existe au moins un vecteur propre commun a f et g.

4. On suppose que f et g sont diagonalisables. Montrer qu’il existe une base de vecteurs propres
communs a f et g.

«> Applications de la diagonalisation ~

2 11
Exercice 11 — Puissance de matrice. Calculer A" pour tout n € N, pour A=1[]1 2 1
11 2
Exercice 12 — Racine carrée de matrice. Trouver une matrice B € M3(R) telle que
11 -5 5
B’=|-5 3 -3
5 =3 3

Exercice 13 — Suites récurrentes linéaires. On considere trois suites réelles (up)n>0, (Un)n>0
et (wp)n>0 vérifiant
Up+1 = —Up + Up + Wy
Un41 = Up — Up + Wy

W1 = Up + Up — Wy

A quelle condition sur (ug,vg, wp), ces trois suites sont-elles convergentes ?



<« PolynOémes annulateurs o=

Exercice 14 — Polyndémes annulateurs et éléments propres. Soit £ un espace vectoriel de
dimension n.

1. Soit u € L(E) tel que u? = u avec u # 0 et u # Id.
(a) Déterminer les éléments propres de u.
(b) Montrer que u est la projection sur Im(u) parallelement a Ker(u).

2. Soit u € L(E) tel que u? = Id. Montrer que u est diagonalisable. En déduire que sur E = M,,(K),
l'application ® : A +— AT est diagonalisable.

3. Etant donnée F' et G deux supplémentaires de E. On note p la projection sur F' parallelement
a G, et s =2p — Id la symétrie par rapport a F' parallelement a G.

(a) Faire un dessin.
(b) Montrer que s> = Id et en déduire les éléments propres de s.

(c) Montrer si u € L(E) vérifie u? = Id avec u # Id et u # — Id alors u est une symétrie. Qu’en
déduit-on sur 'application ® de la question 27

Exercice 15 — Diagonalisabilité a parameétres. Soit a, b, ¢ trois réels et soit la matrice

. A est-elle diagonalisable dans M3(R) ?
. A est-elle diagonalisable dans M3(C)?

. Soit A un réel non nul; la matrice B = A + Al3 est-elle inversible ?

=W NN

. Montrer qu’il existe trois réels a, 3,7 tels que B! = aA? + BA + vI3.

Exercice 16. Soit n > 1 et A € M, (C). On suppose qu’il existe z € C tel que
A+ Com(A)" = zI,.

Montrer que le cardinal du spectre de A est inférieur ou égal a 2.

Exercice 17 — Un peu de trace.
1. Soit A € M,(C) telle que A* = 7A3 — 1242, Montrer que Tr(A4) € N et que Tr(A) < 4n.
2. Soit n € N* et A € M, (R) telle que A3 = A? et Tr(A) = n. Montrer que A = I,.

Exercice 18. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et «, 8 deux scalaires. Soit u, v, f
trois endomorphismes tels que
f =au+ po
2 =a*u+p%.
2 =adu+p

Montrer que f est diagonalisable. Indice : déterminer un polynéme annulateur de f.

Exercice 19 — Matrices nilpotentes. Une matrice A de M,,(C) est dite nilpotente s’il existe
un entier k tel que A¥ = 0. Montrer les équivalences

A nilpotente <= Spc(A4) = {0} <= xa = (—1)"X" <= A" =0.



