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Introduction

Quelques conseils pour progresser

Si chacun a ses propres habitudes en ce qui concerne les apprentissages, il existe néanmoins
des méthodes plus efficaces que d’autres. Les éléments ci-dessous constituent une liste non-
exhaustive de conseils qui peuvent étre utiles et que chacun pourra s’approprier a sa facon.

En Cours et en TDs

. Etre attentif est une condition indispensable pour comprendre. Cela signifie notamment
le fait de toujours écouter les explications données par le professeur. Cela inclut y compris
le fait de ne pas demander des explications a son voisin sur une notion que le professeur
est justement en train d’expliquer. Il y a des temps prévus pour le travail en groupe (parfois
en TD par exemple) et d’autres ot il est nécessaire d’écouter. Ne pas respecter ces différents
moments apportera de la confusion et ne vous permettra pas de progresser.

. Lécoute en cours doit étre active. Lorsque I'on écoute un cours, il faut toujours se poser
les questions suivantes :

1. Est-ce que j’ai compris exactement ce que dit le professeur?

2. Est-ce que je sais identifier précisément quelle proposition ou quelle définition on uti-
lise dans le raisonnement?

3. Est-ce que je comprend globalement pourquoi on est en train de faire ce que I'on fait?
(a2 quoi cela sert)

Cette derniére question étant d’ordre plus général, il est parfois nécessaire de la mettre pro-
visoirement de c6té afin de se concentrer dans un premier temps sur les aspects plus tech-
niques. Cependant, il est toujours important d’y revenir par la suite car c’est cela qui vous
permettra de vous approprier pleinement les notions et de leur donner un sens.

. Poser des questions. Le fait de poser des questions lorsque 1'on ne comprend pas (en de-
mandant simplement au professeur de réexpliquer) est ce qui permettra au professeur de
se mettre a votre niveau et d’adapter au mieux son cours. Cela rendra les choses plus faciles
pour tout le monde et vous permettra de mieux comprendre la suite. S’il n’est pas toujours
possible de poser une question en amphithéatre, les Travaux Dirigés sont en revanche un
lieu privilégié pour le faire.



. Noter les passages pas clairs (en faisant une petite croix dans la marge par exemple) est
une astuce a retenir pour pouvoir revenir dessus apres le cours. Dans le cas ou vous étes
un peu perdu, il est inutile de paniquer mais il faut faire I'effort de s’accrocher. Il y a en fait
pleins d’occasions de reprendre le fil : lorsque I'’on termine une démonstration compliquée
et que I'on passe a un autre théoreme par exemple.

. Lors des Travaux Dirigés, il est nécessaire de ne pas attendre la correction mais de chercher
activement les exercices. C’est notamment un moment privilégié pour revenir sur une mé-
thode classique vue en cours afin de ’assimiler. Lorsque 1'on ne sait pas faire un exercice,
une erreur classique est de se tourner tout de suite vers un camarade pour demander des
explications. Si la collaboration est quelque chose d'important, il est néanmoins tout aussi
important de commencer a chercher un exercice seul. Ce n’est qu’aprés avoir bien cerné
et identifié vos propres difficultés face a cet exercice que vous pourrez poser une questions
plus précise a un camarade. La aussi, il s’agit finalement de toujours étre actif face aux ap-
prentissages.

. Le point précédent ne doit pas masquer toute I'importance de s’entraider entre cama-
rades. L'entraide est d’ailleurs tout aussi importante pour celui qui se fait aider que pour
celui qui aide. Expliquer quelque chose permet en effet de s’assurer que 1'on a bien com-
pris soi-méme. La collaboration entre étudiants est donc tout a fait importante. Il y a sim-
plement un moment pour le faire.

A la maison

. Travailler réguliérement en revoyant systématiquement son cours avant le cours suivant
et en faisant des exercices est indispensable. Travailler avec des camarades en allant par
exemple a la Bibliothéque peut d’ailleurs étre un bon moyen de se motiver.

. Revoir le cours ne signifie pas simplement le lire. Cela se fait nécessairement un crayon
a la main pour refaire les exemples. Il faut par ailleurs connaitre les définitions et les pro-
positions de maniére précise, sans oublier aucune hypotheése, et savoir les réciter. Cela ne
doit pas étre approximatif car c’est en connaissant bien le contenu de votre cours que vous
pourrez résoudre des exercices sans vous tromper.

. Faire et refaire des exercices. Etant donné que les évaluations consistent majoritairement
arésoudre des exercices, il est clair qu’il est important de s’entrainer a cela. La aussi, il ne
faut pas se contenter de relire les exercices vus en classe mais s’assurer que I’on est capable
de les refaire, crayon en main. Tant que I'on est pas capable de refaire 'exercice sans aide
du corrigg, il faut considérer que les notions ne sont pas completement acquises et qu’il
faudra donc refaire les exercices en questions le lendemain ou quelques jours plus tard. A
noter que des exercices supplémentaires ainsi que des capsules vidéos sur le contenu du
cours sont disponibles en ligne sur la page du cours.

. Il estimportant de savoir trouver un équilibre entre 'apprentissage du cours et la résolu-
tion d’exercices. Parfois, certains étudiants pensent que le fait de connaitre précisément le
cours est inutile car ce n’est pas ce qui sera directement évalué. C’est une erreur car c’est
justement la connaissance du cours qui vous permettra de savoir si vous avez le droit d'uti-
liser un théoréme ou non, et vous évitera de tomber dans les pieges classiques. A contrario,
apprendre son cours sans faire d’exercices n’est pas une stratégie efficace. Il faut donc ap-
prendre a gérer son planning de révisions afin de travailler a la fois le cours et les exercices.



. Faire des fiches synthéses peut également étre une bonne idée tant pour mémoriser le
cours que les méthodes vues en TD.

Lettres grecques

En mathématiques, il est d'usage de nommer de maniere semblable des objets de méme nature.
Par exemple, si un exercice utilisent trois nombres réels, on les notera souvent x, y et z. Si I'on
introduit des fonctions, on les notera f, g et h. Pour des points géométriques, on utilisera plu-
tot les lettres A, B et C, etc. Cela facilite la compréhension mais nécessite bien souvent d’utiliser
beaucoup de symboles. C’est pourquoi les mathématiques utilisent tres régulierement les lettres
grecques et qu’il faut les connaitre absolument.

Nom Minuscule Majuscule
Alpha [0 A
Béta B B
Gamma Y r
Delta ) A
Epsilon € E
Zéta C Z
Eta n H
Théta 0 ]
Iota L I
Kappa K K
Lambda A A
Mu V1 M
Nu v N
Xi & =
Omicron o 0]
Pi U IT
Rho p p
Sigma o z
Tau T T
Upsilon v Y
Phi [0) 0]
Chi X X
Psi | v
Oméga N Q

Vocabulaire mathématique

Les points « Etymologie » sont extraits de Les mots et les maths, dictionnaire historique et étymolo-
gique du vocabulaire mathématique, Bertrand Hauchecorne, 2014, ellipses.

Mathématiques

Etymologie : Le mot mathématique nous vient du grec mathema ou plutot de son pluriel mathe-
mata. ce mot désignait aussi bien le fait d’apprendre que son résultat : la connaissance, la science.
Sous I'influence de Platon et d’Aristote pour qui les mathématiques sont un avoir fondamental, le
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mot se spécialise dans ce que nous appelons les mathématiques, au sens le plus large.

L'usage du pluriel mathématiques est un hériage de I'époque antique et médiévale ou le quadri-
vium regroupait les quatre ars mathematica : I'arithmétique, la géométrie, 'astronomie et la mu-
sique.

Plus tard, au xviii¢ siecle, on parle des mathématiques sans doute avec I'idée que cette matiere en-
globe des disciplines devenues différentes comme la géométrie, I'algebre ou méme des branches
classerait de nos jours en physique. L'utilisation du pluriel semblait en tout cas tout a fait corres-
pondre avec cette pluralité.

Au xx¢ siecle, a la suite de Bourbaki (Jean Dieudonné en particulier), certains mathématicien-ne-s
privilégient l'utilisation du singulier mathématique afin d’insister sur I'unité qui existe entre les
différentes parties des mathématiques.

Définition

Une définition est acceptée sans démonstration puisqu’elle donne simplement la signification
d'un terme a 'aide de concepts déja définis anterieurement. La nouvelle notion doit touefois étre
définie sans ambiguité, ce qui explique que I'on puisse trouver des éléments de preuve sous une
définition mathématique. Pour ainsi dire, c’est comme si la définition pouvait se diviser en deux
parties : une premiere partie énoncant une proposition (assurant une existence ou une unicité par
exemple) et une seconde partie constituant la définition a proprement parler.

Etymologie : Les mathématiques utilisent de nos jours des concepts définis avec soin afin d’établir
des théorémes précis. Il faut cependant attendre le xvi¢ siecle, avec le souci de rigueur insufflé a la
Renaissance, pour que ce besoin se fasse sentir. Le mot définition est un calque du latin definitio.
Ce dernier désigne une indication précise. On y sent encore 'idée étymologique de marquer une
limite. Définition n'est d’abord utilisé que pour donner le sens d'un mot. Il faut attendre le xvie
siecle pour que sons sens s'étende a la définition d’'un concept.

Proposition

Enlogique, il s’agit d'une phrase qui ne peut étre que vraie ou fausse (principe du tiers exclu).

En mathématiques, il s’agit d'un énoncé qui est vrai. Dans un cours de mathématiques, une pro-
position est toujours démontrée. Enoncée sous une forme «Si A alors B », on dit que A constitue
les hypotheses et que B est la conclusion de la proposition.

Etymologie : Proposer, c’est poser en avant. Déja dans I’Antiquité, propositio s'utilise en logique.
Repris au xi111¢ siecle en francais, proposition désigne un énoncé soumis au consentement des
autres.

Théoréme

En mathématiques, il est d'usage de réserver le terme théoréme aux propositions considérées
comme particulierement intéressantes ou importantes. D’'un point de vue purement logique, rien
ne distingue théoréme et proposition. La différence est plutét d’ordre subjectif.

Etymologie : Le mot théoréme est construit sur deux racines grecques. la premiere thea désigne le
spectacle, on la reconnait dans thédtre et théorie. La seconde signifie observer ou contempler. On
la retrouve elle aussi dans théorie mais aussi dans panorama. Theorema désignait a la fois la féte,
la méditation et I'objet d’étude. Au début, la pensée mathématique grecque était basée sur 1'ob-
servation. La rupture fondamentale de ce peuple est de s’étre ensuite soucié de justifier un résultat
plutot que de se contenter de I'établir. Le sens du mot theorema évolue parallelement. A 1'époque
tardive puis chez les Romains il signifie proposition démontrable. Bien sir, la notion de preuve
n’était pas celle que nous connaissons de nos jours. Cependant, on peut dire que le mot avait déja
pris le sens actuel. A la Renaissance le souci de démonstration réapparait en mathématiques. Le
mot théoreme est repris et francisé en 1539.




Axiome

En mathématiques, le mot axiome désignait une proposition qui est évidente en soi dans la tra-
dition mathématique des Eléments d’Euclide. Laxiome est utilisé désormais, en mathématique,
pour désigner une vérité premiere, a 'intérieur d'une théorie. De ce fait, un axiome est accepté
sans démonstration. Lensemble des axiomes d'une théorie doit étre non contradictoire.
Etymologie : Dans son sens premier axioma désignait pour les Grecs prix, valeur puis par exten-
sion ce qui parait juste, convenable. L'adjectif axiématikos désignait ce qui a un air de dignité ou
d’autorité. Le mot est repris en latin puis en francais a la Renaissance, époque a laquelle il est uti-
lisé en chirurgie. Il faut attendre le siécle suivant pour voir les mathématiciens puis les philosophes
I'employer. Le développement de la logique mathématique donne ensuite une place importante
al'adjectif axiomatique.

Postulat

Etymologie : Ce mot est introduit au Xviii¢ siecle par des mathématiciens travaillant sur Euclide et
son cinquieme postulat. Il est forgé sur le verbe latin postulare, demander, souhaiter. 11 désignait
une proposition, non nécessairement évidente, que ’'on supposait sans pouvoir la démontrer. Il
De nos jours, cette différence n’a plus de sens. Une théorie est basée sur des axiomes : ils sont le
principe de base. Leur évidence est fonction de ce qu’elle est censée représenter et n'est plus du
domaine de la théorie elle méme.

Lemme

C’est une proposition technique, parfois difficile, mais qui n’a pas d’autre application que de per-
mettre la démonstration d'un théoreme. Il arrive qu’avec le temps, ce qui semblait un résultat
intermédiaire apparaisse comme une proposition fondamentale et devienne un théoréme. Par-
fois, pour des raisons historiques, le nom de lemme lui reste accolé. C’est par exemple le cas du
lemme de Gauss en arithmétique.

Etymologie : Dans '’Antiquité, lemme était un terme de logique. 11 désignait la majeure du syl-
logisme, c’est-a-dire la premiére assertion. Ainsi, dans la dialectique grecque, le lemme, le pro-
lemme et I"épiphore sont les trois parties de 'argument. Par extension, le mot désigne ensuite en
mathématiques I'un des arguments de la preuve sans en étre le fondement.

Corollaire

C’est une proposition qui découle clairement (donc sans démonstration ou presque) d'un théo-
réme établi.

Etymologie : Du latin corolla qui signifie petite couronne. Corollaire désigne quelque chose d’au-
cune valeur, de gratuit. Il apparait puis se spécialise dans son sens mathématique au xvii¢ siecle.

Conjecture

Il s’agit d'une proposition non démontrée et que les mathématicien-ne-s cherchent a démontrer.
poser une conjecture est un processus fondamental dans la recherche en mathématiques. Les
conjectures les plus célébres qui ont été démontrées récemment sont, sans doute, le grand théo-
reme de Fermat et la conjecture de Poincaré.

Etymologie : du latin conjectura, dérivé de cum et jacio (littéralement jeté avec).



Chapitre 1

Logique et raisonnement

I Premiers éléments de logique

I.1 «Négation», «et», «ou»

Remarque. En logique classique, une phrase ne peut étre que vraie ou fausse (c’est le principe du
tiers exclu).

Définition 1.1
La négation de la proposition A, notée non(A), est la proposition qui est fausse quand A est
vraie et vraie quand A est fausse.

Remarque. non(non(A))=A.

Définition 1.2
. On dit que la proposition « A et B » est vraie lorsque A et B sont toutes les deux vraies.
Elle est fausse sinon.
. On dit que la proposition « A ou B » est vraie si au moins I'une des deux assertions est
vraie. Elle est fausse si A et B sont toutes les deux fausses.

Proposition 1.3

. Lanégation de « P et Q » est « non(P) ou non(Q) ».
. Lanégation de « P ou Q » est «non(P) et non(Q) ».

Exemple 1. La négation de « cette personne est majeure et vaccinée » est « cette personne n'est pas
majeure ou elle n'est pas vaccinée ».

Exemple 2. La négation de « cette personne est majeure ou vaccinée » est « cette personne n'est ni
majeure, ni vaccinée ».

I.2 Limplication logique

Définition 1.4 — Implication

Limplication « A= B » est vraie lorsque A est fausse ou lorsque A est vraie et B est vraie.
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Remarque.

. Autrement dit, l'implication « A= B » est vraie signifie :

— soit que A est fausse (auquel cas, il n’y a rien a vérifier pour que U'implication soit vraie);
— soit que A est vraie et on a alors nécessairement B vraie également.

. En pratique, on pensera l'implication « A = B » comme étant « Si A est vraie, alors B est
vraie ».

. Affirmer que U'implication « A = B » est vraie ne signifie pas que A et B soient vraies. Cela
signifie simplement que, ou bien A et B sont simultanément vraies, ou bien A est fausse (et on
ne sait alors rien dire de B).

. En mathématiques, lorsqu’'on énonce une proposition sous la forme A = B, on dit que A cor-
respond aux hypotheses et B a la conclusion. On dit aussi que A est une condition suffisante
aB et que B est une condition nécessaire a A.

Exemple 3. On considere l'implication « Si une personne est en licence, alors elle a eu son bacca-
lauréat ».
On considere que cette phrase est vraie. Cela ne signifie pas que, lorsqu’on croise une personne qui a
eu son baccalauréat, elle soit forcément en licence. En revanche, cela signifie que :
. soit elle est en licence, et on peut étre siir qu'elle a eu son baccalauréat.
On dit que « étre en licence » est une condition suffisante a « avoir son baccalauréat ».
. soit elle nest pas en licence, et on ne peut pas savoir si elle a eu son baccalauréat.
On dit que « avoir son baccalauréat » est une condition nécessaire a « étre en licence ».
Attention, on voit ici que l'idée selon laquelle « il suffit d'avoir son baccalauréat pour aller en li-
cence » peut étre source de confusion.

Exemple 4. On considere l'implication «S’il pleut, alors le sol est mouillé ».

On considere que cette phrase est vraie. On peut faire le méme genre de remarque que dans l'exemple
précédent.

A noter que U'implication « Si le sol n'est pas mouillé, alors il ne pleut pas » est obligatoirement vraie
également.

Ce n'est pas le cas de la réciproque : « Si le sol est mouillé, alors il pleut ». Le sol peut en effet étre
mouillé pour une autre raison (quelqu'un a versé de l'eau par exemple).

Exemple 5. Dans la proposition : « Si ABCD est un carré, alors AB = BC = CD = AD », la proposi-
tion « ABCD est un carré » est une condition suffisante a « AB = BC = CD = AD ». En revanche, la
proposition « AB = BC = CD = AD » est une condition nécessaire a « ABCD est un carré ».

Exemple 6. On considére un réel x. La proposition «Si2x = 4, alors x = 3 ou x = 4 » est vraie. On
remarquera que pour résoudre l'équation 2x = 4, raisonner par implication n'est pas suffisant. Pour
dire que l'ensemble des solutions de 2x = 6 estS = {3}, il faut en fait établir une équivalence, c’est-a-
dire deux implications :

. Si2x=6,alorsx=3

. Six=3,alors2x =6.
Cela se note «2x =4 <= x =2 ».

Proposition 1.5

La négation de I'implication « A = B » est « A et non(B) ».

Remarque.
. Cela signifie que pour montrer qu'une implication est fausse, il faut trouver un cas dans le-
quel A est vraie et (mais) B est fausse. Par exemple « x > 0 = x > 1 » est fausse car on peut
trouver un nombre réel x tel que x > 0 est vraie et tel que x > 1 est fausse. Il suffit par exemple

de prendre x = >
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. On notera bien que la négation d’'une implication n'est pas une implication.

Exemple 7. Solution :
La négation de «s’il pleut, alors le sol est mouillé » est «il pleut et le sol n'est pas mouillé ».

Définition 1.6

. Laréciproque de I'implication « A= B» est «B= A».
. On dit que A et B sont équivalentes, et on note A <= B, si« A= B» et «B= A».

Remarque.
. Attention, ce n'est pas parce que A = B est vraie que sa réciproque est vraie. Par exemple, la
proposition « Si x = 1, alors x = 0 » est vraie mais sa réciproque est fausse.
. Lorsque A < B, on dit que « A est vraie, si et seulement si, B est vraie ».

Exemple 8. On consideére la proposition (P) : «s’il pleut, alors le sol est mouillé ».
1. Ecrire la réciproque de la proposition P
2. SiP estvraie, sa réciproque est-elle vraie?

Solution :

La réciproque est : « Si le sol est mouillé, alors il pleut ».

Si P est vraie, sa réciproque (« Si le sol est mouillé, alors il pleut ») n'est pas nécessairement vraie. Le
sol peut en effet étre mouillé pour une autre raison.

Remarque. Lorsqu'on résout une équation, on cherche une équivalence entre le fait de vérifier I'éga-
lité attendue et le fait d’appartenir a l'ensemble des solutions.
Par exemple, dire que l'ensemble des solutions de l'équation 2x = 6 est S = {3} signifie que :

2X=6< x=3.

C'est bien une équivalence qui est exprimée ici.

Pour s'en convaincre, on pourra notamment réfléchir au fait que U'implication suivante est vraie :
«Si 2x =6, alors x = 3 ou x = 4 ». Pourtant 4 n'est pas une solution (car la réciproque de cette
derniére implication est bien entendu fausse).

Proposition 1.7

Limplication « A= B » est équivalente a « non(B) = non(A) »

Démonstration. Supposons que 'implication « A= B »est vraie.

Supposons que non(B) est vraie. C’est donc que A est fausse car sinon, d’apres 'implication, on
en déduirait que B est vraie. On a bien « non(B) = non(A) ».

Réciproquement, supposons que I'implication « non(B) = non(A) » est vraie.

Supposons que A est vraie. C’est donc que B est vraie, car si B était fausse, on pourrait en déduire
que non(A) est vraie, c’est-a-dire que A est fausse. O

Définition 1.8
Limplication « non(B) = non(A) » est appelée la contraposée de « A = B ».

Exemple 9. Quelle est la contraposée de « il pleut, alors le sol est mouillé » ?

Solution : « Si le sol n'est pas mouillé, alors il ne pleut pas ». Clairement, cette implication est équi-
valente a l'implication «s'il pleut, alors le sol est mouillé ».
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CHAPITRE 1. LOGIQUE ET RAISONNEMENT

II Propositions et quantificateurs

II.1 Quantificateurs

En logique, il existe deux quantificateurs :

. le quantificateur universel V (pour tout).

. le quantificateur existentiel 3 (il existe au moins un)
Les quantificateurs n'ont leur place que dans des formules symboliques et pas au milieu des
phrases écrites en francais.

De maniere générale, lorsqu’on souhaite réutiliser une variable dans la suite de la preuve :
. Pour montrer qu'une proposition est vraie pour tout x € A, on commencera par considérer
un élément x en écrivant « Soit x € A ».

. Pour montrer une existence en définissant une variable que I'on réutilisera dans la suite de
la preuve, on a en revanche deux possibilités :

— «Il existe x € ...» : on I'utilise lorsque I'on sait qu'un élément existe sans savoir néces-
sairement I’exhiber.

Exemple : d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe xo € [0,10] ...

— «On pose x =...»: on l'utilise afin de définir un élément de maniére explicite. A noter
que la définition de x peut faire intervenir d’autres variables déja définies dans la dé-
monstration (des variables parlantes).

Exemple : montrer qu'il existe x € R tel que x? > 10.
Solution : On pose x = 4. On a x* = 16 donc x? > 10.

Remarque. De maniére générale, on veillera a ce que toute variable utilisée dans une copie soit bien
définie au préalable.

Exemple 10. Montrer la proposition suivante :Vx € Q*,3y € Q tel que xy =1.

Solution : Soit x € Q*.
llexistepe Z et q €N tel que x = B.

De plus, comme x # 0, on sait que p # 0.
On pose y = % (cela est possible car p #0).

Ainsi,

II.2 Négation

Proposition 1.9

La négation de « Vx, P(x) est vraie » est « 3x, tel que P(x) est fausse ».
La négation de « 3x, P(x) est vraie », est « Vx, P(x) est fausse ».

Exemple 11. Soit A est un ensemble de nombres.
La négation de «3x € A telquex >0»est «VxeA,x<0».
La négation de «VxeA,x=0»est «IxeAtelquex <0».
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Exemple 12. Soient A et B deux points du plan et soit 2 une droite. Ecrire la négation de la propo-
sition suivante : Pour tout pointM € %9, AM =BM.

Solution : 1l existe un pointM € 9 tel que AM # BM.

II.3 Commutativité des quantificateurs identiques

La phrase Vx,Vy,... alaméme signification que Vy,Vx,...
La phrase 3x,3y,... ala méme signification que 3y, 3x, ...

II.4 Non-commutativité des quantificateurs différents

Lorsqu’on écrit plusieurs quantificateurs différents a la suite, le sens de la proposition dépend de
I'ordre des quantificateurs.

Exemple 13. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
. VxeR*, AyeR* telquexy =1
. AyeR* telqueVxeR*, xy =1
Solution :
. Vraie: cela signifie que pour tout réel x non nul, x admet un inverse.

1
. Faux. Si un tel y existait, on aurait (pourx=1) y=1et (pourx=2), y = > Cela est absurde.

III Techniques de raisonnements

III.1 Raisonnement par équivalences successives

On montre que A est équivalente a B en établissant une suite d’équivalences intermédiaires.
Attention! Lutilisation systématique du symbole <= est a proscrire. Il pousse souvent a écrire
des choses fausses ou inutiles. On I'utilisera en revanche dans le cadre de résolutions d’équations.

2x1 + xp =1
3x; — 4x

Exemple 14. Résoudre le systeme suivant dansR? : {

Solution : Soit x1 € R et soit x5 € R.

12
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2x1 + X2 1
3.761 - 4JC2 =
2x + X2 = 1
—
Ly—2L,-3L; | 2(3x1—4x2) — 3@2x1+x2) = 2x3-3x1
— 2x1 + X2 = 1
-11x, = 3
le = 1- X2
— 3
X2 = -
11
14
2x1 = —
4:){ 1%
X2 = —-—
2 11
7
X1 = —
@{ 1&
x o ——
2 11

Fin du cours du 10 septembre 2026

III.2 Raisonnement par disjonction de cas

On peut, par exemple, séparer les cas selon la valeur d'une des variables de I’énoncé a démontrer.
Il faut néanmoins veiller & bien traiter tous les cas.

Exemple 15. On commence par rappeler la définition suivante.

Définition 1.10 - Valeur absolue

. La valeur absolue d’'un nombre réel x, notée|x| est le réel défini par :

x six=0
|x| = .
—-x six<0

. La fonction valeur absolue est la fonction suivante :

R — R

Montrer que pour tout x, y €R, |[x + yI < |x| + |yI.

Solution :
Soient x e R et y € R. On distingue deux cas :
. Supposons que x+y > 0. Alors |x+ y| = x+ y. Par conséquent, comme x < |x| ety <|yl,ona:

lx+yl=x+y<|x|+1yl

. Supposons que x+y <0. Alors|x+ y| = —(x+y) = —x—y. Par conséquent, comme —x < | x| et
-y<l|yl,ona:
Ix+yl=—-x—-y<|x|+]yl

Au final, dans tous les cas, on a montré que|x+ y| < |x| + |yl

13



CHAPITRE 1. LOGIQUE ET RAISONNEMENT

III.3 Raisonnement par contraposée

Pour montrer A= B, on suppose non(B) et on montre que non(A) est vraie.

Exemple 16. Soit n € N. Montrer que si n’ est pair, alors n est pair.

Solution :

On va montrer que si n west pas pair, alors n° n'est pas pair.
Autrement dit, on va montrer que si n est impair, alors n? est impair.
Soit n € N un entier impair.

IlexistekeN telquen =2k +1.

Ainsi, n® = 2k + 1) =4k? + 4k + 1 =2(2k* + 2k) + 1.

On pose k' = 2k? + 2k.

On a donc n® = 2k’ + 1, ce qui prouve bien que n? est impair.

2

III.4 Raisonnement par 'absurde

Pour montrer qu'une proposition A est vraie, on suppose qu’elle est fausse et on montre alors que
cela méne a une contradiction.

Exemple 17. On rappelle qu'un nombre réel x admet un inverse s'il existe y € R tel que xy = 1.
Montrer que le nombre 0 wadmet pas d’'inverse.

Solution :
Supposons que 0 admette un inverse. Cela signifie qu'il existe y e R tel que 0 x y = 1.
On obtient donc 0 = 1, ce qui est absurde.

III.5 Raisonnement par récurrence

Pour montrer qu'une propriété &?(n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal a un entier ng
(en général 0 ou 1), on procede de la maniere suivante :
. Initialisation : on montre que 2?(nyg) est vraie.
. Hérédité : on montre que si £ (n) est vraie pour un certain entier n = ny, alors 2(n + 1) est
vraie.
Une fois cela établi, on en conclut que cette propriété est vraie pour tous les nombres entiers na-
turels supérieurs ou égaux a ny.

Exemple 18. Montrer que pour toutneN, 2" < (n+1)!.

Solution : Montrons par récurrence que la proposition 2(n) : «2" < (n+ 1)! » est vraie pour tout
neN.
. Initialisation : Pourn=0,2°=1et(0+1)! = 1 donc on a bien 2° < (0+1)!.
. Hérédité : Supposons que P (n) est vraie pour un certain entier n € N. On va montrer qu'alors
P (n+1) estvraie.
Ona
2n+1 —2x 2N

Or, par hypothese de récurrence, 2" < (n+1)!. On en déduit donc que 2! <2 x (n+1)\.
De plus, comme?2 < (n+2), on en déduit :

2"l < n+2)x (n+1)!<(n+2)!

Par conséquent 2?(n + 1) est vraie.

14
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III.6 Raisonnement par analyse-synthese

Un raisonnement par analyse-synthese permet en général de montrer qu’il existe une solution a
un probléme. Le raisonnement se déroule en deux étapes :
. Panalyse : on suppose qu'une solution existe. Par une suite d’implications on en déduit la
ou les valeurs possibles pour les solutions.
. lasynthése : pour chacune des valeurs obtenues, on vérifie qu’elles sont bien solutions.

Exemple 19. On rappelle qu'une fonction f : R — R est paire si pour tout x € R, f(—x) = f(x) et
que f est impaire si pour tout x € R, f(—x) = —f(x).

Montrer que pour toute fonction f : R — R il existe une unique fonction paireP et une unique fonc-
tion impairel telles que f =P + 1.

Solution :
. Analyse : Supposons qu'il existe une fonction paire P et une fonction impairel telles que f =
P +1. Alors, pour tout x € R,

fx)=P(x) +1(x)
f(=x)=P(=x) +1(-x)

En utilisant le fait que P est paire et quel est impaire, on obtient, pour tout x € R,

{f(x) =P(x) +1(x)
f(=x)=P(x)-1(x)

Enfin, la résolution de ce systéeme permet de montrer que, pour tout x € R,

Plx) = f)+f(=x)
2
Hm=£gl%ﬁ:9

Ceci prouve que si P et 1 existent, alors elles sont uniques.

. Syntheése : Soit f : R — R une fonction.
J)+f(=x) [ - f(=x)

On pose, pour tout x €R, P(x) = ———— etl(x) =

Il est immédiat de vérifier que la fonction P est paire, que la fonction 1 est impaire et que,
pourtout x eR :

- - f(= 2
Fx)+ f( x)+f(x) f=x) _ f(x)_f(x).

P(x)+1I(x) = > > > =

Cela prouve que les fonctions P et1 conviennent.

Remarque.
. Condition nécessaire/ suffisante.
Dans l'analyse, on a montré que, pour que les fonctions P et existent, il est nécessaire qu'elles

f)+ f(=x) f)—-f(=x

soient définies par P(x) = BT — etl(x) = — Dans la synthése, on montre

qu'il suffit de définir P et1 par ces expressions pour qu'elles soient solution du probleme.
. Sif(x)= X+3x%2+2x+1,0na par exemple P(x) = 3x2+1etl(x)=x3+2x.
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IV Ensembles

IV.1 Quelques exemples d’ensembles
Ensembles définis comme une liste d’éléments
. {1;2;3}
- {a;b;c}
. {a} : singleton.

Ensembles d’éléments vérifiant une propriété :

1
. {xEIR telque5x+1>0}: —g;+oo

. {nel\l telquen?lo}
{n eN tel que n est pair}
. {xe R* tel que x° < 1}
Ensembles d’éléments décrit par un parametre :
. {5x+ 1 telque x € [R} =[1;4+00[
. {Zk tel que k € N}

IV.2 Généralités sur les ensembles

Définition 1.11
Lensemble vide est I’ensemble ne contenant aucun élément. On le note @. j

Définition 1.12
Soient A et B deux ensembles. On dit que B est une partie ou un sous-ensemble de A si, et
seulement si, tous les éléments de B sont des éléments de A. On note B < A. On dit que B est
inclus dans A.

Par convention, pour tout ensemble A, @ c A.

Définition 1.13
Deux ensembles A et B sont égaux (on note A = B) si, et seulement si, chaque élément de A
est aussi dans B et chaque élément de B est aussi dans A. Autrement dit, A = B si, et seule-
mentsi,AcBetBcA.

Définition 1.14
La réunion A UB de deux ensembles A et B est ’ensemble

AUB={x|x€Aouxe€B}.

Exemple 20. SiA={1,2,3} etB=12,7}, alorsAuB=1{1,2,3,7}.

16
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Proposition 1.15

Soit A, B, C des ensembles. Alors,
. AUB =BUA (commutativité)
. (AUB)UC =AU BUCQC) (associativité)
. Aug=A
. AcAUB

Remarque. I est possible de prouver formellement la Proposition 1.15 a partir de la définition
1.14. Il est cependant important de retrouver tres rapidement ce genre de résultats (voir également
la Proposition 1.17) en faisant un diagramme.

Remarque. La définition de la réunion se généralise a plus de deux ensembles :
. SoientA,,..., A, des ensembles. On définit,

n
UAi=A1UA2U...UAn
i=1

. On définit également l'union quelconque d’ensembles. Si1 est un ensemble (fini ou infini) et
(A7) jer une famille d’ensembles,

|JAi={x€E|Jieltel quex€A;}.

iel

Ici, la variable i est muette : on peut par exemple la remplacer i par j. Ainsi, | JA; = JA j-
i€l Jjel

Définition 1.16
Lintersection AN B de deux ensembles A et B est I’ensemble

ANnB={x|xeAetxeB}.

Exemple 21. SiA={1,2,3} etB=1{2,7}, alorsAnB = {2}.

On peut bien entendu écrire une proposition similaire a la proposition 1.15 pour l'intersection
(laissé au lecteur).

Remarque. La définition de la réunion se généralise a plus de deux ensembles :
. SoientA,,...,A, des ensembles. On définit,

n
[NAi=A1NA2N...NA,
i=1

. On définit également l'intersection quelconque d'ensembles. Si 1 est un ensemble (fini ou
infini),
(Ai ={x€E|Vieltel quex € A;}.
iel
Ici aussi, la variable i est muette : on peut par exemple la remplacer i par j. Ainsi, [ |A; =

iel
ﬂAj.

jel

Proposition 1.17

Soit A, B, C des ensembles. Alors,
. (AUB)INC=ANC)UBNC)
. (AnB)uC=AuC)nBuUQC)

17
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Remarque. La proposition précédente s'interprete comme une « distributivité » de N sur U et inver-
sement.

Définition 1.18
Deux ensembles A et B sont disjoints siANB =9

IV.3 Produit cartésien d’ensembles

Définition 1.19

Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B est’ensemble, noté AxB consti-
tué des couples (x;y) ou x€eAet ye B.On aainsi:

AxB={(x;y)|x€A yeB}.

Exemple 22. SiA={a;b} et B=1{5;6;7}, alorsAx B= {(a;S); (a;6); (a;7); (b;5); (b;6); (b;?)}x

On généralise la définition du produit cartésien a un produit de plus de deux ensembles avec la
définition suivante.

Définition 1.20

Soit n = 2 un entier. Soient Ay, Ay, ...A,, des ensembles non vides. On définit le produit
cartésien des ensembles A, Ay, ...A; par:

Ay ><A2><...><An:{(xl;xg;...;xn)|V1sis n,xiEA,-}

Si A est un ensemble, on note A” le produit de A avec lui-méme n fois.
Par exemple, R x R x R = R3.
On appelle n-uplet un élément de A”.

Fin du cours du 17 septembre 2026
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Chapitre 2

Suites numériques

I Généralités

Définition 2.1
Soit np € N. Une suite numérique u est une fonction définie sur E,, = {n € N/n = ng} dans
R:

.| B —R
) n —  u(n)

Remarque.
Plutét que de noter u(n), on préfere généralement noter u,, (appelé le «terme d’indice n de la suite »).
De plus, on note parfois (uy) n=n, la suite u.

Définition 2.2

. Définir une suite par une formule explicite, c’est exprimer chaque terme de la suite
en fonction de n

. Définir une suite par une relation de récurrence, c’est donner le premier terme de la
suite et une méthode de calcul de u,; en fonction du terme précédent.

Méthode — Représenter une suite définie par récurrence -

. On trace la courbe représentative de la fonction f telle que u,+1 = f(uy)
. On trace la droite d’équation y = x.
. On construit les termes u, de proche en proche en utilisant les deux courbes.

AN

Exemple 23.

1 =0,8 vo=1
0 2 et 1

Représenter graphiquement les suites u et v définies par{
Upsl = — 3 vp,+3

Up+1 = (Up)

Solution : On construit les termes uy, Uy, Uy, Us, etc., les uns apres les autres.
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Etape 1 Etape 2
y y=x2 y
y=x
21 2
1+ 1
Uuirr----- ‘ ut----- f
| —x o —x
Uo Uithy
0 1 2 0 1 2
Etape 3 Etape 4
y y
21 2
1L 1
Urr----- ‘ ut----- f
uz————:: uz————::
o —x ot —
Uilg Uz Uilho
0 1 2 0 2
Etape 5
y
2 L
1
Uy t----- ‘
w |
B iy o x
Uz Uilo
0 1 2

Pour la suite v, on construit de méme les termes vy, v1, V2, U3, etc., les uns apres les autres.
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Etape 1 Etape 2

x
Etape 3 Etape 4
y y
4t 4t
Ul |---><----- Ul |---><-----
[ % ————a‘——— ——: [ %] ————a‘——— ——:
1+ ; | 1+ oo
TR x TR x
0 o, U 0 0o V2 U1
FEtape 5
y
44
Ul |---><-----
V3t---- b- s |
sz———ﬂ———:——‘
1+
TR *
0 0o V2 U1

Remarque. En général, on ne trace pas tous les traits de construction mais on fait seulement appa-
raitre les pointillés entre les deux courbes de la maniere ci-dessous. On obtient souvent une figure
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«en escalier » ou « en spirale ».

y y
44
T T
1+ A
/! L+ :
7u2u1ulo % % * 0 UlO V2V3V1 .
0 1 2

Définition 2.3

. Une suite u est majorée s’il existe un réel M tel que pour tout entier n, u;, <M. Le
réel M est appelé un majorant de u.

. Une suite u est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier n, u;, = m. Le
réel m est appelé un minorant de u.

. Une suite est bornée si elle est minorée et majorée.

Définition 2.4
. Une suite u est croissante si pour tout entier 7, U,+1 = Uy,.
. Une suite u est décroissante lorsque, pour tout entier n, uy,+1 < Uy.
. Une suite est dite monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Remarque.
. Sil'inégalité vérifiée par la suite est stricte, on dit que la suite est strictement croissante (res-
pectivement strictement décroissante).
. Attention! Il existe des suites qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes.
Par exemple, c’est le cas de la suite u définie par u, = (—1)".

B Méthode — Différentes facon de déterminer le sens de variation d’'une suite N

1. Etudier le signe de w1 — uy.

2. Sila suite est définie de maniere explicite, on peut étudier le sens de variation de la
fonction f telle que u, = f(n).

N

3. Sitous les termes de la suite sont strictement positifs, on peut comparer % al.

\ -/

Exemple 24.

P 1
Etudier le sens de variation de la suite u définie pour tout n >0 par u, = —.
n
Solution :

On va prouver que u est décroissante a l'aide des trois méthodes.
. Méthode 1 :
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Pour toutn >0,

1 1
Upsl —Up = ————
n+l n
B n n+1
T nn+l) nn+l)
-1
=——<
nn+1)

Ainsi, pour tout entier n >0, Uy — Uy < 0 donc U4 < Uy
donc la suite (un) yen €St décroissante.

. Méthode 2 : )
La suite (up) yen €St définie par u, = f(n) avec f: x — —.
X
Ainsi, pour toutn >0:

nsn+l
donc f(n+1) < f(n) (car f estdécroissante sur]0;+oo[)

donc u, < Up41

Cela prouve donc que la suite (u,) ,en €St décroissante.

. Méthode 3 :
Pour toutn >0, u, >0.
De plus,

Un+l _ w1
Un

S ==

=——x<1 (carn<n+1)
n+1

Un+1

Ainsi, pour tout n >0, < 1donc uyy1 < uy, (caru, >0).

Up
Finalement, la suite (u,) ,en €St donc décroissante.
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Up
Définition 2.5
On dit que la suite ©# a pour limite +oo quand n tend o
vers +oo si pour tout réel A, on peut trouver un rang ..
no a partir duquel tous les termes 1, sont supérieurs Al-cmmm e
aA.
Onnote lim wu, = +oo. )
n—-+oo .
} n
0 o
Un
Définition 2.6
On dit que la suite u a pour limite [ quand n tend ’ :
vers +oo si pour tout € > 0, on peut trouver un rang +‘; —emmmm e :‘:': S--=mmo-
no a partir duquel tous les termes u, sont a une dis- J—el T e
tance de [ inférieure a €. .
Onnote lim u,=1.
n—+oo
} n
0 o
Remarque.
. La condition « u, est a une distance de | inférieure a € » peut s'écrire
. On dit qu'une suite est convergente lorsqu’elle admet une limite finie | lorsque n tend vers
+00.

Théoréme 2.7 — des gendarmes

Soient u, v, w trois suites et soit / € R.

Supposons que pour pour tout n €N, u, < v, < wy, etque l = lirP Uy = lirP wy. Alors la
n—+oo n—+oo

suite v est convergente et

lim v,=1.
n—+oo

Théoréme 2.8 — convergence monotone

Toute suite croissante et majorée converge.

Remarque. On sait de plus que si une suite est croissante et qu'elle n'est pas majorée, alors elle tend
vers +oo lorsque n tend vers +oco.
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Il Suites arithmétiques

Définition 2.9
Une suite (uy,) zen est dite arithmétique s’il existe 7 € R tel que pour tout n € N,

Up+1 = Up+T

Le nombre r est appelé raison de la suite.

- Expression par récurrence: u;, 1 = U, +71

. Expression explicite : u,, = uy + nr

premier terme + dernier terme
2

. Somme des termes : nbre termes x

N & nn+1
Aretenir: ) k= nn+h)

k=1 2
Exemple 25. On place 300 euros a un taux de 5% (taux d’intéréts simples). Quelle est la valeur du
capitale au bout de 4 ans ? Combien d’années doit-on attendre pour que le capital atteigne 400 eu-
ros?

Solution :

Les intéréts versés chaque année sont : 300 x 0,05 = 15 euros. Le capital de 'année n est donc donné
par la suite arithmétique (u,) de raison r = 15 et de premier terme ugy = 300.

Apreés 4 ans, le capital est uy = ug +4r = 360 euros.

Pour déterminer le nombre d'années pour que le capital atteigne 400 euros, on résout :

u, =400
< upg+nr=400
<~ nr=400-uy
400 — Ug

— nz——

-

100

@ n = -
15

100 .
Or, = = 6,67 donc il faudra attendre 7 ans.

III Suites géométriques

Définition 2.10
Une suite (u#,) nen est dite géométrique s’il existe g # 0 tel que pour tout n € N,

Un+1 =g Up

Le nombre g est appelé raison de la suite.

. Expression par récurrence: v, = quy,
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. Expression explicite : u;, = uyq"

1-— raisonnbre termes

. Somme des termes : premier terme x -
1 —raison

10
Exemple 26. Calculer Z 2k,

k=0
Solution :
Soit (uy) la suite géométrique de raison 2 et de premier terme ug = 1. On a, pour tout n € N, u, =2".

De plus,
11

10 10 1-2
Y 2k=Y u=1x =1024.
k=0 k=0 1-2

Exemple 27. On place 300 euros a un taux de 5% (taux d’intéréts composés). Quelle est la valeur
du capitale au bout de 4 ans ? Combien d'années doit-on attendre pour que le capital atteigne 400
euros?

Solution :

Le capital de l'année n est donné par la suite géométrique (u,) de raisonr = 1,05 et de premier terme
1o = 300.

Apres 4 ans, le capital est : uy = ugqg* = 300 x 1,05* =~ 364,7 euros.

our déterminer le nombre d’'années pour que le capital atteigne 400 euros, on résout :

u, =400
upq" =400
400

>

—
— =
Up

n

400
<~ nln(g)=In —) carln est strict. croissante
Up
(400
In|—
Uy

— n=z——= carln(g)>0
In(q) q

(400
In|—
300
nz———-

In(1,05)

(400)
In|—
300

r, ———— = 5,9 donc il faudra attendre 6 ans.
In(1,05)

IV Suites arithmético-géométriques

Définition 2.11
Une suite (#5) zen est dite arithmético-géométrique s’il existe a € R* et b € R tel que pour
toutneN,

Upr1=aluy+b
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Méthode — Expression des suites arithmético-géométriques N

Pour déterminer les suites vérifiant la relation VneN, u,+; =au,+b,
. On commence par déterminer une suite constante égale a un réel c vérifiant la rela-
tion de récurrence.
. Onpose v, = u,—c.
. On montre que v, est une suite géométrique pour en déduire I'expression de v, puis

de u,.
N J

Exemple 28. Soit (1) nen la suite définieparug =4 et VneN, upi1 =4u,+3.
Déterminer l'expression de u,, en fonction de n.

Solution :

. Soit ¢ € R. La suite définie par u, = ¢ (pour tout n € N) vérifie la relation de récurrence si, et

seulement si,
c=4c+3,

Cest-a-direc = —1.

. Soit (Uy) nen Une suite telle que pour tout n €N, up1 =4u, + 3.
On pose, pour toutneN, vy=up—c=u,+1.
On a donc, pour tout n €N, u, = v, — 1. Ainsi,

U, =4u,+3 donc (Vps1—-1)=4(v,—-1)+3

donc vpi1=4v,

Par conséquent, (V) nen st géométrique de raison 4.
On a donc, pour tout n €N, v, = vg x 4",
De plus, vo = ug +1 =5. Ainsi

vneN, u,=5x4"-1.

Enfin, on vérifie réciproquement que la suite définie par u, =5 x 4" — 1 vérifie bien la condi-
tion.

Eneffet, onaug=5x4%—1=4.

De plus,

dup—3 = 4(5x4"-1)+3
= 4x5x4"-4+3
— 5><4"+1—1

= Up+1

Remarque. Ici, la réciproque est indispensable car nous avons raisonné seulement par implications
successives dans la premiere partie. 1l s'agit en quelque sorte d’'une analyse-synthese. En pratique,
on écrira généralement la phrase « on vérifie réciproquement que la suite définie par u, =5x4" -1
vérifie bien la condition » sans donner les détails des calculs qui permettent de le vérifier.
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V Suites récurrentes d’ordre deux

Proposition 2.12

Soient a, b € R (avec a # 0). On dit qu'une suite (1) ,en Vérifie la relation (R) si

VneN, uUpi2=auy.+buy,.

On consideére I'équation x? = ax + b dont le discriminant est A = a® + 4b.

. Sil’équation x? = ax + b admet deux solution réelle distinctes r; et r, (c’est-a-dire si
A > 0), alors une suite (u,,) ,en Vérifie la relation (R) si, et seulement si, il existe A € R
et peRtels que:

VneN, u,=Ar"+ur).

. Sil'équation x* = ax + b admet une unique solution réelle ry (c’est-a-dire si A = 0),
alors une suite (1) ,en Vérifie la relation (R) si, et seulement si, il existe A e Ret u e R
tels que :

2

— n n
VneN, up=Ary+unrg.

2 = ax + b n"admet aucune solution réelle (c’est-a-dire si A < 0), en

. Si I’équation x

, alors une suite (1) ,en Vérifie la relation

posant 6 € ]—%2;% tel que tan(0) =

a
(R) si, et seulement si, il existe A € R et 1 € R tels que :
VneN, u,= )\\/—bn cos(On) + p\/—bn sin(0n).

Démonstration. On ne démontre que le premier point de la proposition, les deux autres points se
démontrant de maniére analogue. On se place ainsi dans le cas o1 'équation x? = ax + b admet
deux solutions réelles r et r».

= : Soit (#,) ,en Une suite vérifiant la relation (R).

On souhaite montrer qu'il existe A et p tels que u, = Ar{* + ur;'.

Dans un premier temps, on va supposer que de tels réels A et u existent afin d’obtenir davantage
d’informations sur ces réels.

On aurait nécessairement

{uoz)\+p {u0=)\+p

—
Uy +Ary+ ur Ly—Lo—nly Uy —riupg=(ro—ru
Uy —nrnup
A= Ug —
r2—n
<~ ]
Uy —ruy
r2—n1
roUg— Uy
A=
rn—n
— <
U —nio
r2—n
On est maintenant en mesure de prouver le résultat souhaité.
. . o . r2lUp— U Uy —nuo
Soit (¢4,) neny une suite vérifiant la relation (R). On pose A\ = —— et p= ——.
rn—n ro—rn1

On va montrer par récurrence double que la propriété 2(n) : « u, = Ar{' +urj » est vraie pour tout
neN.
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. Initialisation : 1l est facile de vérifier que 22(0) et 22(1) sont vraies (on a choisi A et g pour
cela).

. Hérédité : Supposons que, pour un certain n € N, la propriété est vrai au rang » et au rang
n+1 et montrons qu’alors elle est vraie au rang n + 2.
Ona:

Upy2 = Qlpy+buy
_ n+1 n+1 n n
= a(Ar{" +ury )+ b(Ar] +pry)
= Ar{'(ar1+b) + urj (ary + b)
_ n 2 n 2
= Ar{ xr{+ury, xrj
_ n+2 n+2
= Ar{ “+ur,
et la propriété est bien démontrée au rang n + 2.

< : Réciproquement, on suppose que (u,) est de la forme u, = Ar{' + ur)'. En utilisant le fait que
rl2 = ary+betque rp = arp + b, on montre que (1) vérifie la relation (R). Le calcul est en tout point
analogue au précédent. O
Exemple 29. Soit (1) nen la suite définie par ug =0, uy =1 et, pour tout n €N, Up42 = 3Up+1 — Unp.
Déterminer l'expression de u, en fonction de n.

Solution :

On résout l'équation x> =3x—1 < x> -3x+1=0.
A=(-3)%>-4x1=5,

Léquation admet donc deux solutions réelles : ry = 3+2‘/§ etry = =5
Par conséquent, il existe \ e R et L € R tels que

VneN, u,=Ar'+ur.

Fin du cours du 17 septembre 2026
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