FACULTE D’ECONOMIE DE MONTPELLIER — LICENCE 1 CONVEXITE - CORRIGE

Convexité - corrigé exercices

Exercice 1.
1. f est deux fois dérivable sur R comme fonction polynomiale et pour tout € R :
f'(z) =322 =12z + 12 et f"(z) = 62 — 12.
« Siz <2, alors f”(x) <0: f est concave sur J] — o0, 2[.
« Siz>2 alors f’(z) > 0: f est convexe sur I =|2, +o0].
2. f"(2) =0 et f” change de signe en & = 2 : le point d’abscisse 2 est un point d’inflexion.

Exercice 2.
1. Calcul des dérivées partielles : f1 = —2x1, f11 = —2, fo =1, fao =0, f12 = 0. Donc :

-2 0
a1 12)= (30 5):
2. Critére de Sylvester généralisé :
e [Hyy| = fin=-2<0,
o [Higy| = fo2 =0 <0,

e |Hpoy| = firfoe — ffa =0>0,
Donc H f(z1,r2) est (semi-définie) négative et on en déduit que f est concave sur R2.

Exercice 3.
1. Le calcul des dérivées partielles (d’ordre 1 et 2) permet d’obtenir H f(xy,z2) = (; 2)

On applique ensuite le critére de Sylvester :
o |[Hi| = fi1=2>0,
. |H2‘ :f11f22—f122 =12-4=8>0.
Donc pour tous (x1,72) € R?, H f(x1,15) est définie positive. Par conséquent, f est stricte-
ment convexe sur R2.
2. Gradient : Vf(z1,22) = (2961 2@y - 5). Résolution de V f(z1,z2) = (0,0) :
6xo + 221 + 6 ’ ’
f1:2x1+2x2—5:()
f2:2$1+6l‘2+6=0
On résout et on montre que le systéme admet une unique solution : (%, —171)
Comme f est strictement convexe, ce point stationnaire est un minimum global. De plus, le

minimum de f est f (— —%) — %_

Exercice 4.
1. Matrice hessienne : HC(z1,z2) = <? i)
Critére de Sylvester :
. |H1‘:Cn:2>0,
. |H2‘:C11022—0122:8—1=7>0.
Donc pour tout (z1,72) € (RF)2, HC(z1,x2) est définie positive : C' est strictement convexe
sur (R)2.
Interprétation économique : La convexité stricte implique que les cotits marginaux Cp et Cs
sont croissants : plus 'entreprise produit, plus le cotit supplémentaire pour produire une unité
supplémentaire augmente. Cela refléte a I'inverse le fait que les rendements sont décroissants.

_ (2x1 + @2
2. VO(SCl,SCQ) = (25(:2 + T
fonction C' n’admet donc pas de minimum sur (R;)?2. Elle est simplement minorée par 0 mais

0 n’est pas un minimum car il n’est pas atteint.

). on en déduit que pour tout (z1,z2) € (RF)?, VC(x1,72) # 0. La
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Exercice 5.

1.
_(fun fiz) _ [(122% — 42 -8z
H(@s, ) = (f21 fao) — \ —8miwo 1223 —4a?)”

2. En (1,0): Hf(1,0) = (102
Par conséquent, f n’est ni convexe, ni concave sur R2.
4a3 — 4z11’§> _ <4z1(931 —x9)(x1 + x2)>

B 4>, qui n’est ni (semi définie) positive ni (semi-définie) négative.

5. Pour tout (3317372) © RQ’ Vf(331>$2) N <4$§ - 4:5%%2 4x2(m1 - $2)($1 + wz)

Aprés résolution, on en déduit que :
Vf(l'l,l'g) =0 < 29 =—11.

Il existe donc une infinité de points stationnaires.

Pour (z1,—x1),ona: Hf(x1,—z1) = (&LE 8x§> Par conséquent, en tout point stationnaire
8ry 8xf ’ ’

la matrice Hessienne est semi-définie positive. Cela n’est pas suffisant pour conclure qu’il s’agit

de minimum locaux.

En revanche, ici, on a, pour tout (z1,z2) € R? :

f(x1,m2) = o1 + 25 — 22323 = (2 — 23)? > 0.

Par conséquent, 0 est bien le minimum global (et a fortiori local) de f. il est atteint en chaque
point stationnaire car, pour tout 1 € R, f(z1,—x1) =0.




