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Proposition

Soit f: I —> R une fonction dérivable sur I.

® Si la courbe de f est au dessus de ses tangentes, alors f est convexe.

® Si la courbe de f est strictement au dessus de ses tangentes, alors f est
strictement convexe.
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Proposition

Soit f : I —> R une fonction deux fois dérivable sur I.

® Si pour tout & € I, f”(x) > 0, alors f est convexe.

® Sipour tout z € I, f”(x) > 0, alors f est strictement convexe.




Soit f: D C R? — R une fonction dont les dérivées partielles d'ordre deux existent et

sont continues.
® Si pour tout (z1;22) € D, Hf(x1;x2) est positive, alors f est convexe.
® Si pour tout (x1;x2) € D, H f(x1;z2) est négative, alors f est concave.

Soit f: D C R? — R une fonction dont les dérivées partielles d’ordre deux existent et

sont continues.
® Si pour tout (21 ;x2) € D, H f(x1;22) est définie positive, alors f est strictement
convexe.
® Si pour tout (z1;22) € D, Hf(x; ;x2) est définie négative, alors f est strictement

concave.




Proposition — Critére de Sylvester

. r s . _
Soit H = (s t) une matrice symétrique.

® H est définie positive si, et seulement si, |[Hy| > 0 et |Hs| = |H| > 0.
® H est définie négative si, et seulement si, |H;| < 0 et |Hy| = |H| > 0.

|Hy| =r
|Hy| = rt — 52




Proposition — Critére de Sylvester généralisé

. r s . _
Soit H = (s t) une matrice symétrique.

® H est positive si, et seulement si, |H{1}|

® [ est négative si, et seulement si, |H{1}|

|Hpy| =7
|Hioy| =
|[H,op| =t — &2




Exemple 1

s R? — R
"\ (x1;22) —> 52% — 63172 + 221 + 223 — 275 + 1

Pour tout (z1;22) € R?, H f(21;22) = (i% _46)

|H1| =10 >0
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\Ha| =\

‘:10x4—(—6)x(—6):4>0.




Exemple 2

: R? — R
g: (z1;22) — zf+x5

3

2
Pour tout (x1;22) € R?, Vg(21;22) = (iié) et Hg(zy ;) = (1203”1 12(355)'

>0

1222 0
0 1223

|Hy| = = 144222 > 0.




Soit f: D C R? — R une fonction convexe et soit (a;b) € D. Si Vf(a;b) =0, alors
f admet un minimum (global) en (a;b)

Soit f: D C R? — R une fonction concave et soit (a;b) € D. Si Vf(a;b) =0, alors
f admet un maximum (global) en (a;b)

Conséquence : la fonction g admet un minimum global en (0;0).




Exemple 3

b R? — R
N\ (x1322) — zE+z+zic?— iz

21y +4zdx? — 2x124
Pour tout (71 ;72) € R?, Vh(zy;22) = (2x; H 230%13; B 41:%3023
1 173

2.2 _ o.4 3, —
Hh(ml;x2)=(2+12m1m2 2z, 8x o 8x1x2)

8xiwy — 8wy 2+ 2z — 122222

® En (0;0), VA(0;0) = (8) De plus, Hh(0;0) = <(2) (2)) donc h admet un minimum

local en (0;0).
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