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Calculs de limites
Les sept méthodes a connaitre

I. Factoriser par le terme dominant

[1. Utiliser un changement de variables
I1l. Utiliser un encadrement

IV. Multiplier par la quantité conjuguée
V. Utiliser les croissances comparées
VI. Utiliser un nombre dérivé

VII. Regle de I'Hopital




Soient f et g deux fonctions et [ et I’ deux nombres réels.
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I. Factoriser par le terme dominant

Exemple :

o =3xS Tt — 172+ 4
Calculer lim .

T—+00 6 +1




I. Factoriser par le terme dominant

Exemple :

o =3xS Tt — 172+ 4
Calculer lim .
z—+00 6 +1

Solution :
Pour tout z € R,

3284 7ot 17044 a0 (-3+%H—L+4+4) 34+ -1 4

5
= = —
26 + 1 26 (14 &) 1+ % z—+00




|. Factoriser par le terme dominant

Exemple :

o =3xS Tt — 172+ 4
Calculer lim 5 .
r— 400 % +1

Solution :
Pour tout z € R,

328 47t — 17w +4 2S(-3+5-L+ %) 3+5 -1+ 4
6 = 6 1 1 -
z® 4+ 1 ar (1+T) 1+.7:_6 T—+00

Exemple :

2
Calculer lim acﬁ—i——?m_
z—0 2% + 22




|. Factoriser par le terme dominant

Exemple :

o =3xS Tt — 172+ 4
Calculer lim 5 .
r— 400 % +1

Solution :
Pour tout z € R,

328+ 72t — 17z +4 2f(-3+5-U+%) -3+5-LU+ %
6 = 6 1 1 -
70 4E 1l x (1+T) 1+:1:_6 T—+00

Exemple :

2
Calculer lim acﬁ—i——?m.
z—0 2% + 22

Solution :




[l. Utiliser un changement de variables

Exemple :

Calculer lim e
r—r—00

z2—5




[l. Utiliser un changement de variables

Exemple :

Calculer lim e
r—r—00

z2—5

Solution :
Soit € R. On pose y = x2 — 5.




[l. Utiliser un changement de variables

Exemple :

Calculer lim e
r—r—00

z2—5

Solution :
Soit € R. On pose y = x2 — 5.
Lorsque x tend vers —oo, y tend vers +oo.




[l. Utiliser un changement de variables

Exemple :

Calculer lim e
r—r—00

z2—5

Solution :
Soit € R. On pose y = x2 — 5.
Lorsque x tend vers —oo, y tend vers +oo.

. . 2 _
Ainsi, e 5 =¢¥ — +400.
Yy—r—+oo




I1l. Utiliser un encadrement

Théoreme des gendarmes

Soient f, g, h trois fonctions et 2y € R U {£o0}.
Supposons que pour x proche de zg, f(z) < g(z) < h(z) et que lim f(x) =

Tr—xo

lim h(z) = 1.

rT—rTo

Alors lim g(z) =1.

Tr—rxQ




[11. Utiliser un encadrement

Théoreme des gendarmes

Soient f, g, h trois fonctions et 2y € R U {£o0}.
Supposons que pour x proche de zg, f(z) < g(z) < h(z) et que lim f(z) =

Tr—xo
zli>nzlo h(z) =1.
Alors lim g(z) = 1.

Tr—rxQ

Exemple :
Calculer lim ges) .
T—+00 x




[11. Utiliser un encadrement

Théoreme des gendarmes

Soient f, g, h trois fonctions et zo € RU {*o0}.
Supposons que pour x proche de zg, f(z) < g(z) < h(z) et que lim f(z) =

Tr—xo
zli>nmlo h(z) =1.
Alors lim g(z) = 1.
Tr—rxQ

Exemple :

. cos(x
Calculer lim ( )
x—r—+00 az

. 1 1
Solution : Pour tout >0 : —1 < cos(z) <1, donc —— < < —.
T T




[11. Utiliser un encadrement

Théoreme des gendarmes

Soient f, g, h trois fonctions et zo € RU {*o0}.
Supposons que pour x proche de zg, f(z) < g(z) < h(z) et que lim f(z) =

Tr—xo
mlglmlo h(z) =1.
Alors lim g(z) = 1.
Tr—rxQ

Exemple :

. cos(x
Calculer lim ( )
x—r—+00 T

1 1
Solution : Pour tout >0 : —1 < cos(z) <1, donc —— < < -
T T

1 1 - ' s




IV. Multiplier par la quantité conjuguée

Exemple :

Calculer lim +x2 +8 — V22 + 2.
xr—r+00




IV. Multiplier par la quantité conjuguée

Exemple :
Calculer lim +x2 +8 — V22 + 2.
xr—r+00

Solution : Pour tout z € R.

(Va2 +8 - Va2 +2) (Va2 + 8 + Va2 +2)

24+8—Vz2+2 =
U v Va2 + 8+ Va2 +2




V. Multiplier par la quantité conjuguée

Exemple :
Calculer lim +x2 +8 — V22 + 2.
xr—r+00

Solution : Pour tout z € R.

N _ (Va?+8-va2+2) (Va® + 8+ v3? +2)
VRSV = VI + 8+ V22 + 2
6

Va2 + 8+ x2 +2




V. Multiplier par la quantité conjuguée

Exemple :
Calculer lim +x2 +8 — V22 + 2.
xr—r+00

Solution : Pour tout z € R.

N _ (Va?+8-va2+2) (Va® + 8+ v3? +2)
VRSV = VI + 8+ V22 + 2
6

— 0
V&2 + 8 4 /a2 4 2 aokeo




V. Utiliser les croissances comparées

Soit n € N* et k € N*




V. Utiliser les croissances comparées

Soit n € N* et k € N*

4
. T — 1
Beme el e




V. Utiliser les croissances comparées

Soit n € N* et k € N*

zt—1
z—+o0 2232 + 121

Exemple : Calculer lim

Solution : Pour tout z > 0,

4 4 1 2 1




AT S () B S ()

T2e2® — 120e®  32e2° 12 e2a 12
1— —e® 1— —e®




241 Tt (_L) 22 (_L)
12e%0 _ 12ze®  z2e2? x ( 12 ) T e x
1

623:

Or, par croissance comparée, — —— +oo,
¢ T—+oo




241 Tt (_L) 22 (_L)

= X z? = &)
x2e?® — 12ze®  x2e2® 12 e2a 12
1— Zee 1- Zee
x x
2x 2
, , e x
Or, par croissance comparée, —- — +o00, donc —— — 0.

T2 z—+o0 2% z—+oo




241 Tt (_L) 22 (_L)

= X z? = &)
x2e?® — 12ze®  x2e2® 12 e2a 12
1— Zee 1- Zee
T T
2z 2
: , e T
Or, par croissance comparée, —- — +o0, donc — — 0.
< x—+oo e“T z—+oo

De plus,
1,

< 12 ) z—+00
11— —e 2
T




241 Tt (_L) 22 (_L)

= X z? = &)
x2e?® — 12ze®  x2e2® 12 e2a 12
1— —e® 1— —e®
T T
2z 2
. , € T
Or, par croissance comparée, —- — +o0, donc — — 0.
Te z—too e*T z—+oo
De plus,
1— L
( m4) ; 1,
12 z—+00
11— —e 2
T
donc

xt—1

z2e2® — 12ze® a—+o0




VI. Utiliser un nombre dérivé

Définition —Nombre dérivé
Soit f : I — R une fonction et soit a € I. On dit que f est dérivable en a si

lim M existe, ou de maniere équivalente, si lim M
h—0 h b—a b—a
le cas échéant, on note :

existe. Dans

fla+h) = f(a)

f'(a) = lim = lim

h—0 b—a —a




VI. Utiliser un nombre dérivé

Définition —Nombre dérivé

Soit f : I — R une fonction et soit a € I. On dit que f est dérivable en a si

flath) = fla existe, ou de maniere équivalente, si %im W existe. Dans
—a -

lim
h—0 h
le cas échéant, on note :

f'(a) = lim LOFR =IO _

h—0 h b—a —a

Exemple :

Coet—1
Calculer lim .
x—0




VI. Utiliser un nombre dérivé

Définition —Nombre dérivé

Soit f : I — R une fonction et soit a € I. On dit que f est dérivable en a si

h) — b) —
lim M existe, ou de maniére équivalente, si lim M existe. Dans
h—0 h b—a b—a
le cas échéant, on note :
iy g Jlath)—fla) .. f(b) — f(a)
B
Exemple :
.oef—1
Calculer lim .
z—0 xT

Solution : On note f la fonction exponentielle.




VI. Utiliser un nombre dérivé

Définition —Nombre dérivé

Soit f : I — R une fonction et soit a € I. On dit que f est dérivable en a si

h) — b) —
lim M existe, ou de maniére équivalente, si lim M existe. Dans
h—0 h b—a b—a
le cas échéant, on note :
iy g Jlath)—fla) .. f(b) — f(a)
B
Exemple :
.oef—1
Calculer lim .
z—0 xT

Solution : On note f la fonction exponentielle.




VI. Utiliser un nombre dérivé

Définition —Nombre dérivé

Soit f : I — R une fonction et soit a € I. On dit que f est dérivable en a si

h) — b) —
lim M existe, ou de maniére équivalente, si lim M existe. Dans
h—0 h b—a b—a
le cas échéant, on note :
iy g Jlath)—fla) .. f(b) — f(a)
B
Exemple :
.oef—1
Calculer lim .
z—0 xT

Solution : On note f la fonction exponentielle.




VII. Regle de I'Hopital

Soit I C R un intervalle ouvert et a € I. Soient deux fonctions f et g définies sur I et
telles que lim f = limg = 0 et ¢’(a) # 0. Alors
a a

Remarque :

® On peut remplacer I'hypothese lim, f = lim, g = 0 par lim, f = lim, g = +0c0 et le
résultat reste vrai.

® |a regle reste également vraie pour des limites en +00 ou en —oco a condition, la aussi que




Exemple : Calculer lim
z—

+oo In(z) "




Exemple : Calculer zgl—ir-loo (D)’

Solution : Pour tout = > 0, on pose f(x) = \/z et g(x) = In(x).
On est bien dans le cadre des hypothéses de la regle de I'Hopital.




Exemple : Calculer zgl—ir-loo (D)’

Solution : Pour tout = > 0, on pose f(x) = \/z et g(x) = In(x).
On est bien dans le cadre des hypothéses de la regle de I'Hépital.
1

\/E—limm

Par conséquent, lim

T—>+00 ln(aj) -~ T—>+00 1
T




Exemple : Calculer zgl—ir-loo (D)’

Solution : Pour tout 2z > 0, on pose f(z) = \/x et g(z) = In(z).

On est bien dans le cadre des hypothéses de la regle de I'Hépital.
1

VT = lim 2% = lim ﬁ

z—+oo 2

Par conséquent, lim

8|~

T—>+00 ln(m) -~ T—>+00




Exemple : Calculer zgl—ir-loo (D)’

Solution : Pour tout 2z > 0, on pose f(z) = \/x et g(z) = In(z).
On est bien dans le cadre des hypothéses de la regle de I'Hépital.
1
VT = lim 2% = lim ﬁ=+oo.
z—+oo 2

Par conséquent, lim

8|~

T—>+00 ln(m) -~ T—>+00
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