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Introduction

Les problémes de construction a la régle et au compas sont des problémes qui ont structuré le développe-
ment des mathématiques depuis leurs origines. Dés I'antiquité, les Grecs s’étaient posés ce genre de ques-
tions, se heurtant notamment au probléme de la duplication du cube, de la trissection de I'angle et de la
quadrature du cercle. Ces problémes resteront ouverts jusqu’au Xix¢ siécle lorsque Pierre Wantzel parvint a
caractériser complétement les points constructibles a la regle et au compas et montrer ainsi I'impossibilité
de ces trois problemes.

Il est intéressant de noter que ce que Wantzel rameéne ces questions géométriques a une question portant
sur la nature algébrique des coordonnées du point a construire. Cette dualité de considérations théorie des
nombres / géométrie était d’ailleurs déja présente chez les grecs. Il suffit de penser par exemple a la crise
des indivisibles engendrée par la découverte de ce que nous appelons aujourd’hui l'irrationalité de v/2,
pourtant constructible a la régle et au compas grace a la diagonale d’'un carré de coté 1.

Le texte ci-dessous présente les problemes de la construction a la reégle et au compas en utilisant la théorie
des corps. Aprés avoir défini la notion de constructibilité dans la partie 1, on démontre le Théoréme de
Wantzel dans la partie 2 et on 'applique dans la partie suivante afin de démontrer 'impossibilité des trois
problémes classiques énoncés par les grecs. La suite utilise la théorie de Galois, la correspondance de Galois
étant utile dans la partie 5 pour caractériser completement les polygones constructibles. Cela permettra
de revenir sur des résultats connus et énoncés par le jeune Gaul}, avec par exemple la construction du
heptadécagone (polygone a 17 cotés).

I. Définitions et premieéres constructions

Définition .1

Soit 22 un plan euclidien et E un sous-ensemble fini de &2 ayant au moins deux éléments.
Un point M € &2 est dit constructioble a la regle et au compas a partir de E s'il existe une suite finie
de points My, ...,M,, telle que M,, = M et telle que pour tout 1 < i < n, M; est un point d’intersection :
. soit de deux droites;
. soit d’'une droite et d'un cercle;
. soit de deux cercles
ces droites et cercles étant obtenus a I’aide de ’ensemble E; = Eu {M;y,...,M;_1}.
Plus précisément, a chaque étape, on peut construire
. des droites passant par deux points distincts de E;;
. des cercles centrés en un point de E; et ayant pour rayon la distance entre deux points de E;.

-
P Histoire — Euclide et les constructions a la régle et au compas. N
Vers -300 av.].C., dans les Eléments, Euclide base toute sa théorie géométrique
sur les droites et les cercles. Le premier postulat énonce en effet « qu'il soit
demandé de mener une ligne droite de tout point a tout point » et le troisieme
«qu’il soit demandé de décrire un cercle a partir dez tout centre et au moyen 3
de tout intervalle ». Lintuition d’Euclide était que tout nombre pouvait étre e =
construit a 'aide de ces deux instruments. Euclide ¢
a. Gravure inspirée de
I'ouvrage d’André Thevet,
Les vrais portraits et vies
des hommes illustres grecs,
latins et payens, 1584, livre II.




I. DEFINITIONS ET PREMIERES CONSTRUCTIONS 3

Exemple

Il est facile de construire :
. la parallele et la perpendiculaire a une droite passant par un point;
. lamédiatrice d'un segment et donc son milieu;
. la bissectrice d'un angle.

Dans toute la suite, on se place dans un plan euclidien muni d'un repére orthonormé (O, ,]) et on considére
le cas o E = {O,I}.

Remarque
On peut supposer, de maniére équivalente, que E = {O,,]} étant donné que J est facilement constructible a
partirde O et .

Définition .2

Un nombre réel est dit constructible si c’est une des coordonnées dans le repere (0,1,]) d'un point
constructible. On note ¥ 1'ensemble des nombres réels constructibles.

Définition .3
En identifiant le plan 22 au corps des complexes, on dit que z € C est constructible si le point d’affixe
z est constructible. Autrement dit, z € C est constructible si Re(z) et Im(z) sont des réels construc-
tibles.

Proposition 1

Lensemble des nombres complexes constructibles est le corps €6'(i). Il est stable par racine carrée
complexe c’est-a-dire que si 82 e € (i) (ou & € C), alors & € € (i).

Démonstration. 1lest clair que tout élément de € (i) est constructible. Réciproquementsi z € C est construc-
tible, sa partie réelle et sa partie imaginaire le sont donc il appartient a € (7).

La stabilité par racine carrée découle également de la stabilité de € par racine carrée réelle étant donné
que la racine carrée complexe d'un nombre z s’exprime sous forme algébrique en fonction de Re(z) et de
Im(z) (avec des sommes, produits, inverse et racines carrées).

Théoréme 2

% est un sous-corps de R stable par racine carrée, c’est-a-dire que pour tout x € € NR*, /x€¥6.

Démonstration. Soient x,y € €. 1l est clair, en reportant les longueurs x et y au compas que x + y et que
x — y sont également constructibles doncque x+ ye ¥ etque x—y€ 6.

X
Par ailleurs, si y # 0, — se construit aisément a I’aide du théoréme de Thales. Le réel xy = — se construit
y

<= &

alors de la méme maniére.
Enfin, si x € € NR*, on peut construire v/x grace au théoréme de Pythagore. Plus précisément, sur la figure
ci-dessous composée d'un demi-cercle et avec (AB) et (CD) perpendiculaires, si AC = 1 et BC = x, alors

CD = /.
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II. Théoreme de Wantzel

Théoréme 3 — Wantzel

Soit z € C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) z est constructible;

(ii) il existe une suite finie de corps (K;)o<i<n € C telle que Q =Ko cK; c--- c Ky, telle que z € K, et
telle que pourtouti <0< n-1, [K;4 : K;] =2.

Ve

Histoire - Théoréeme de Wantzel

Pierre Wantzel (1814-1848) est un mathématicien francais formé a I'Ecole po-
lytechnique. En 1837, il a publié dans le Journal de Liouville le théoréme qui
porte son nom dans un article intitulé « Recherche sur les moyens de recon-
naitre si un probléme de géométrie peut se résoudre a la regle et au compas ».
Cela a permis de répondre a des problémes ouverts depuis I’Antiquité tels que
la duplication du cube, la trissection de 1'angle et plus tard a la quadrature du
cercle.

Pierre Wantzel

\

Démonstration.
(i) = (ii) : Soit z = x + iy € C constructible en un nombre fini d’étapes a partir d’intersections de deux
droites, d'une droite et d'un cercle ou de deux cercles. Supposons qu'un point M(x, y) soit construit a partir
de points ayant tous leurs coordonnées dans un corps K.
. Si M est l'intersection de deux droites, ses coordonnées sont des éléments de K (on résout simple-
ment un systeme linéaire a coefficients dans K pour les déterminer).

SiM estl'intersection d'une droite et d'un cercle, (x, y) est solution d'un systeme de la forme suivante
(ol I'on peut supposer, par exemple, b # 0) :

c a
ax+by+c=0 =T bt
{ (x=x0)* + (y = yo)* = r* = (x—xo)2+(—£—gx—yo)2=r2

b b

Labscisse x vérifie donc une équation du second degré. Ses coordonnées sont donc dans K (v/A) qui
est de degré 1 ou 2 sur K. La méme chose vaut pour y.
Si M est l'intersection de deux cercles, (x, y) est solution d'un systéme de la forme suivante :

2

{ (x = x0)* + (y = yo)? = 12 { X2+ Y2 —20x0x+yoy) +Xg + Vg =T
— 2

(x—xp)?+(y—yp)? =" X2ty -2 x+ ) +xf+yE=r"

En faisant, la différence des deux lignes, on voit que le systéme se rammene la résolution d'un sys-
téme composé d'une équation de degré 2 et d'une équation de degré 1 comme dans le cas de I'inter-
section d’une droite et d'un cercle. On peut alors conclure de la méme maniére que les coordonnées
x et y sont dans un corps de degré 1 ou 2 sur K.
Ainsi, on en déduit que si z est constructible en un nombre fini d’étapes N, il existe une suite d’extensions
(Ki)1<i<n telle que Ko = Q, z € Ky et [Kj4+1 : K;] =1 ou 2. Il suffit d’enlever les corps K; tels que [K;1; : K;] =1
de la suite afin d’obtenir la suite d’extensions quadratique souhaitée.

(i) = (ii) : Supposons que tous les éléments de K; sont constructibles et montrons par récurrence que
tous les éléments de K;;; sont également constructibles (I'initialisation est immédiate). Comme [K;4; :
K;] =2, cela signifie que K;4; = K;(d) out 82 e€K; (8 estde degré 2). Or, comme il est possible de construire
toute racine carrée (réele donc complexe) d’éléments déja construits, § sera constructible et donc tous les
éléments de K;;; également.
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Remarque
Si x € R est constructible, il est possible de construire une suite de corps (K;) < R. Pour le voir, il suffit de
considérer, a partir de la suite (K;) < C, la suite d’extensions K; N R.

Corollaire 4

Si z € C est constructible, il est algébrique sur Q et le degré de z sur Q est une puissance de 2 ]

Démonstration. Soit (K;)o<i<n la suite d’extensions quadratiques définies dans le théoréeme 3.
On a Q c Q(z) cK,,. Comme [K,, : Q] est une puissance de 2, on déduit, par multiplicativité des degrés, que
[Q(z) : Q] est une puissance de 2.

Remarque
La réciproque du corollaire 4 est fausse. On peut considérer par exemple le polynéme

PX) =X*-4X+2€Q[X]

irréductible sur @ (critére d’Eisenstein). Si { est une racine de P, on a [Q({) : Q] = 4. Pourtant les racines de
P ne sont pas constructibles.

En effet, P a exactement deux racines réelles et est de la forme P(X) = (X — r) (X — 5) (X2 + aX + b).

En identifiant les coefficients, et en posant ¢ = b+rs, on peut montrer que ¢ est racine de Q(X) = X3—8X+16.
Or Q estirréductible sur Q (il n’a pas de racine dans Q). Ainsi, [Q(#) : Q] =3 donc t ¢ 6.

De plus, r ¢ € et s ¢ €. En effet, sinon on aurait ¢ = (r + 5)? € 6.

Corollaire 5

%€ est le plus petit sous-corps de R stable par racine carrée. }

Démonstration. € est un sous-corps de R stable par racine carrée. De plus, si €’ est un autre sous-corps
stable par racine carrée, on a nécessairement 6 < 6.

En effet, soit x € C. 1l existe, d’apres le théoreme de Wantzel, une suite (K;) d’extensions quadratiques telle
que x € K,,. Par stabilité de €’ par racine carrée, il est clair qu’il contient tous les K; (raisonnement par
récurrence) et donc que x € €.

Corollaire 6

% (i) est le plus petit sous-corps de C stable par racine carrée. }

Démonstration. La preuve est identique a celle du Corollaire 5

III. Impossibilité de trois problémes classiques

1. Duplication du cube

Le probléme de la duplication du cube consiste a construire, a partir d'un cube de volume 1, un cube de
volume 2. Cela revient a se poser la question de la constructibilité de v/2.

‘ Histoire - Probleme de Délos

Le probléeme de Délos a son origine dans une légende rapportée entre autres par Eratosthéne dans
Le Platonicien. Face a une épidémie de peste dans la ville de Délos de la Gréce antique, un oracle
aurait exigé la construction d’un autl exactement deux fois plus grand que 'autel cubique qui exis-
tait déja dans la ville. Un autel fut construit en doublant les dimensions mais 'épidémie de peste
continua. Les architectes allerent trouver Platon pour savoir que faire. Ce dernier leur répondit que
le dieu n’avait certainement pas besoin d'un autel double, mais qu'’il leur faisait reproche, par I'in-
termédiaire de |'oracle, de négliger la géométrie.

Théoréeme 7

V2 n’est pas constructible.
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Démonstration. Le polyndme minimal de v/2 est X® -2 (il est irréductible d’apres le critére d’Eisenstein).
Comme il est de degré 3, on déduit du corollaire du théoreme de Wantzel (Corollaire 4) que V2 nest pas
constructible.

2. Trisection de'angle

0
On suppose avoir construit un angle 6. On se demande alors s'il est possible de construire 'angle —. Cela

0
revient a se poser la question de la constructibilité de cos (3) a partir de cos(0).

Théoréme 8

Langle 0 est trisectable si, et seulement si, le polynome 4X3 — 3X — cos(0) est réductible dans
Q(cos(0)[X].

4 )

p Histoire — Trissection de 'angle -

Le probléme de la trissection de 1'angle fut posé vers -450 av. J.C. par le grec
Hippias d’Elis. Dés le 111¢ sicele av. J.C., Archimeéde imagine une solution avec
un compas et une regle graduée. Un siecle plus tard, Nicomede utilisa une
courbe auxiliaire, la conchoide de droite pour déterminer la solution. Ce n’est,
l1a encore, qu’au xix¢ siecle que Wantzel a pu prouver I'impossibilité de la tris-
section de tous les angles au compas et a la regle non graduée.

Archimede ¢

a. Par Domenico Fetti,
1620, Musée Alte Meister,
Dresde (Allemagne).

. J

0 0
Démonstration. La preuve repose sur le fait que cos(0) = 4cos® (5) —3cos (5)
. Supposons que 0 = IOM est trisectable. En généralisant le théoreme de Wantzel, on peut dire qu'il
0
existe une suite de corps (K;)o<i<n telle que cos (5) € K;;, que Ko = Q(cos(0)), et telle que chaque

corps K; 41 est une extension quadratique de K;. Ainsi, Q(cos(0)) (cos (%)) est de degré une puissance

0
de 2 sur Q(cos(0)). On en déduit que 4X3 — 3X — cos(0) (dont cos (5 est une racine) ne peut pas étre

irréductible sur Q (cos(0)).
. Réciproquement, supposons que P(X) = 4X3 — 3X — cos(0) soit réductible dans Q(cos(0) [X].
0

Alors, comme cos 3 estuneracine de P elle est soitt racine d'un polyndme de degré 1 sur Q(cos(0) [X],
soit racine d'un polynéme de degré 2 sur Q(cos(8)[X]. Dans tous les cas, par stabilité des nombres

0
constructibles par racine carrée, on en déduit que cos (5) est constructible a partir de cos(0) et donc

0
que 3 est trisectable.

Corollaire 9

) T[ ) .
L'angle 31 est pas trisectable.

[

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le Théoréme 8 pour 6 = —.

= W

Le polynome P(X) = 4X3 - 3X — % est en effet irréductible su
dans Q.

Q(cos(3)) = Q car il n’admet pas de racine
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Remarque
s * . . . . . LT
Les angles de la forme Y (avec k € N*) ne sont pas constructibles. Sinon, il serait facile de construire 3 qui

est un multiple de ces angles.

Remarque
1l existe des angles trisectables qui ne sont pas constructibles. On peut par exemple trouver un angle 0 tel

que P(X) = 4X3 — 3X — cos(0) est réductible sur Q(cos(0)) mais tel que cos() (ou cos (g)) a un polynéme
minimal de degré 3 sur Q.

En effet, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe 6y tel que cos %) =cos(Bp) + %

Ainsi, le polynéme P admet une racine dans Q(cos(8y)) donc il est réductible sur Q(cos(0y)).

0 0 0 1 0
En revanche, comme cos® (30) - 3cos(§0) = cos(0g) = cos(;o) - 5’ on voit que cos(go) est racine de

1
Q(X):4X3—4X+E.

0
Comme Q est irréductible sur Q (il n’a pas de racine dans @), on en déduit que cos (go) n’est pas construc-

tible. Par suite, cos(0p) n’est pas constructible non plus.

3. Quadrature du cercle

Le probleme de la quadrature du cercle consiste a construire un carré de méme aire qu'un cercle de rayon
1. Autrement dit, on se demande si /7 (et donc ) est constructible ou non.

Théoréme 10 — Lindemann (admis)

T est transcendant. j

Histoire - Transcendance de e et 1

En 1873, Charles Hermite (1822-1901) avait démontré que e est un nombre
transcendant. En 1882, Ferdinand von Lindemann (1852-1939) parvient a dé-
montrer que si a est un nombre algébrique, alors e“ est transcedant. Comme
on sait que '™ = —1 est algébrique, c’est donc que 7 est lui-méme transcen-
dant. Ce résultat sera généralisé quelques années plus tard par Karl Weierstral
(1815-1897) et porte le nom de théoréme de Lindemann-Weierstral3.

Ferdinand von

Lindemann
\_
Corollaire 11
1 n’est pas constructible. }
IV. Constructibilité et théorie de Galois
1. Rappels de théorie de Galois
Théoréme 12 - Elément primitif
Soit K c C un corps. Pour toute extension finie L de K, il existe { € L tel que L = K({). ]

Définition .4

Une extension K c L est normale si tout polynéme P € K[X] admettant une racine dans L admet
toutes ses racines dans L.




IV. CONSTRUCTIBILITE ET THEORIE DE GALOIS 8

Proposition 13

Une extension N c C algébrique et de degré fini d'un corps K est normale si, et seulement si, tout
K-homomorphisme o : N — C a une image contenue dans N.

Proposition 14

Soit K < C, un corps. Le corps de décomposition d’'un polyndéme P € K[X] est une extension normale
de K.

Définition .5

Soit K c C et L une extension algébrique de K. La cloture normale de L sur KK est la plus petite exten-
sion normale N de K contenant L.

Proposition 15

Soit Kc C et L=K]a,...,a,] c C une extension de degré fini. La cloture normale N de L sur K est
I'extension de K par 'ensemble des conjugués sur K des éléments a;, ..., a,.

Définition .6

Soit K un corps et L une extension de K. Lensemble des K-automorphismes de L est un groupe
appelé groupe de Galois de L sur K et noté Gal(L|K).

Définition .7

Si P est un polynéme sur K c C et N son corps de décomposition, on appelle groupe de Galois de P
le groupe Gal(N|K).

Proposition 16

Soit K c C et N une extension normale de K de degré fini. L'ordre du groupe Gal(N|K) est [N : K]. }

Théoréme 17 — Correspondance de Galois

Soit K un corps, N une extension normale de degré fini de K. On note mathcalE I'ensemble des
extensions intermédiaires entre K et N et ¢ I'ensemble des sous-groupes de Gal(N|K).

Soit1:9 — & l'application qui a un sous groupe H associe 'ensemble des invariants de H.

Soit G: & — ¥ l'application, qui associe a une extension L le groupe Gal(N|L).

Alors I et G sont des bijections réciproques, décroissantes pour I'inclusion.

De plus, si L et L sont des extensions intermédiaires entre K et N avec L < L, alors :

_ #Gal(N|L)

/.
[Lo:L]= #Gal(N|L')

2. Constructibilité et corps de décomposition

On avu que si x estun nombre algébrique de degré une puissance de 2, x n’est pas nécessairement construc-
tible. Considérer le corps de décomposition du polynd6me minimal de x va en revanche permettre d’établir
une CNS de constructibilité.

Théoréeme 18

Soit z € C un nombre algébrique sur Q de polyn6me minimal P. On note D le corps de décomposition
de P. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) z est constructible;

(ii) [D: Q] est une puissance de 2.
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Démonstration.

(i) = (ii) : Soit z € C constructible. D’apres le théoréme de Wanzel, il existe Ky = Q c K; < --- < K,, une suite
d’extensions quadratiques avec z € K;,. Soit L 1a cloture normale de K;,. Comme z € L, P est scindé sur L.
De plus, L est de degré fini sur Q (car c’est la cloture normale d'une extension de degré fini sur Q) et est
inclus dans €6'(i).

En effet, pour tout Q homomorphisme o : K, — C, 0(K;) € €(i). Cela vient simplement du fait que pour
tout i, [0(K;41 :0(K;)] = 2.

Ainsi, € (i) est une extension normale de K;, et contient donc la cloture normale L.

Enfin, en considérant un élément primitif { de L, on a L = Q({). Or, { est constructible donc [L : Q] est une
puissance de 2.

On conclut par la multiplicativité des degrés :

[L:Q]=[L:D] x[D:Q]
et on en déduit donc que [D: Q] est une puissance de 2.

(ii) = (i) : Supposons que [D: Q] = 2¥. Le corps de décomposition D est une extension normale de Q et on
a#Gal(D: Q) =2k,
D’apres la théorie des groupes, il existe une suite croissante (G;) de sous groupes de Gal(D|Q) telle que

Go=GalD|Q)>G, c...cG, ={id}

avec [G; :Gj11] =2.
La correspondance de Galois (D est une extension normale) fournit donc une suite de corps: Ly =Qc...c
L, =D telle que [Lj4+ : L;] =2 pur tout i. Ainsi, z € D est bien constructible.

Corollaire 19

Si z; et zp sont deux nombres algébriques conjugués (ayant méme polyndme minimal), alors z; est
constructible si, et seulement si, z 1’est.

Exemple

En reprenant I'exemple du polynome P(X) = X*—4X+2, on voit que le degré du corps de décomposition n’est
pas une puissance de 2. En effet, P admet deux racines réelles r et s et deux racines complexes conjuguées
Zp et zg.

On a D =Q(r,s,z). Avec t = (r + $)2, on a vu que [Q(?) : Q] = 3. Comme Q(f) < D, on en déduit, avec la
multiplicativité des degrés, que [D : Q] est divisible par 3 et que les racines de P ne sont pas constructibles.

V. Construction des polygones réguliers

1. Rappel sur les racines de 'unité

On note U,, 'ensemble des racines n-ieme de I'unité et U, I'ensemble des racines primitives de l'unité.
Ona
X"-1= [] X-w)

welUy,

Définition .8
Le n-ieme polynéme cyclotomique est

0,0 =[] X-w

wel,

Proposition 20

Pour tout n =1, ®, € Z[X] et ®, est irréductible sur Q. ]
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Proposition 21

®,, est de degré ¢(n) (I'indicatrice d’Euler) eton a:
. @(p") =p*(p-1) pour tout entier premier p et tout a € N*.
. p(nm) = @(n)p(m) pour tous entiers n et m premiers entre eux.

2. Constructibilité des polygones réguliers

Savoir sil’on peut construire un polygone régulier a n cotés revient a se poser la question de la constructi-

271 2i
bilité d'un angle de mesure — et donc de la constructibilité de en
n

Proposition 22

Soient n et m deux entiers naturels premiers entre eux.
enm est constructible si, et seulement si, e » et e m sont constructibles.

Démonstration.
. o e 20T . 2in 2in 2m 27 . 2m
(i) = (ii) : Si enm est constructibles alors e » et e m le sont car — et — sont des multiples de —.
n m nm

(ii) = (i) : Si n et m sont premiers entre eux, d’aprés Bézout, il existe o, € Z tels que an+pfm = 1.
Ainsi,
21 21 27 27
—=—(an+pm) =a—+pf—.
nm nm m n

On adonc

2in .
et enm est donc constructible.

Remarque

En décomposant n en produit de facteurs premiers, la Proposition 22 permet de ramener I'étude de la
constructibilité des polygones réguliers au cas o1 n = p* avec p premier.

Dans le cas p = 2, tous les polygones réguliers a 2% cotés (ol1 a = 1) sont constructibles. En effet, on les

. . : S . . . 2n JEER .
construit par récurrence en construisant, a chaque étape, la bissectrice de ’angle ok Le théoreme suivant

donne une condition de constructibilité d'un polygone régulier a n = p® cotés pour p premier impair.

Théoreme 23 — Gaul}
Un polygone régulier a n cotés est constructible si, et seulement si,

n=2%yg...pr

g 9,18 k
ol a est quelconque et les p; sont des nombres premiers de Fermat distincts (de la forme 22" +1).

- Histoire — Théoreme de GauR

A 19 ans, en 1796, Carl Friedrich GauR (1777-1855) propose une construc-
tion du polygone a 17 cotés et énonce le théoréme caractérisant les polygones
constructibles a 'aide des nombres de Fermat. Il ne démontre cependant
qu'une implication du théoreme, la réciproque étant démontrée par Pierre
Laurent Wantzel (1814-1848) en 1837 avec le théoreme qui porte son nom. Sa-
tisfait de son résultat, Gau demanda que soit gravé un polygone a 17 cotés sur
sa tombe. Apres sa mort, et face aux difficultés techniques que cela présentait,
cela ne fut jamais réalisé.

Carl Friedrich
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Démonstration. D’apres la Proposition 22 et la remarque précédente, il suffit de montrer qu'un polygone
régulier a p* c6tés (avec p premier impair) est constructible si, et seulement si, p est un nombre de Fermat
eta=1.

Or, le polynéme minimal de e
degré @(p®) sur Q.

D’apres le Théoreme 18, g2in p® est donc constructible si, et seulement si, ¢p(p®) est une puissance de 2.
Or, (p%) = p""1 (p—1) donc c’est une puissance de 2 si, et seulement si, « = 1 et p — 1 est une puissance de
2. Autrement dit, il existe m € N* tel que p =2 +1.

On peut alors montrer que m est en fait une puissance de 2.

En effet, supposons par I'absurde que m n’est pas une puissance de 2. On pose m = 2€n (avec n = 3 impair).
On a alors

20T % est @ et le corps de décomposition de @y« est Q™ p*) qui est de

p = 2M+1

k
22y

(sz)n - (=" (car n est impair)

(2% +1) (:2 (zzk)i x (—1)”‘H)

Ainsi, p ne serait pas premier, ce qui est absurde. On a donc montré que p = 22" + 1 est un nombre premier
de Fermat.

3. Constructions des polygones en pratique

Conformément a ce que nous avons expliqué, il est facile de doubler le nombre d'un c6té d'un polygone
déja construit. Sil’on a construit les polygones a n c6tés et a m cotés avec n et mpremier entre eux, on peut
également construire le polygone a nm cotés en utilisant une relation de Bézout. D’apres le Théoreme de
Gaul’ (Théoreme 23), il reste donc a s’intéresser au cas des nombres premiers de Fermat. Le cas n = 3 cor-
respond au triangle équilatéral qui se construit facilement a la reégle et au compas. On traiterales cas n =5
etn=17.

a. Construction du pentagone

Proposition 24

Démonstration. Soitw =e 5
Ona1+m+w2+w3_+u)4=0.
Or, w* = ® et w3 = w? Ainsi, en utilisant la formule z + z = 2Re(z), on obtient :

(211) (411)
1+2cos|—|+2cos|—|=0.
5 5

4n 5 [2m . Aeralith ot
Or, cos 5 =2cos 5 — 1 donc on obtient I'égalité suivante :

2n 521
1+2cos ? +2(2cos ? —-1|=0.

. ) 2n . y .
et il en résulte que cos = est solution de I'équation :

4X?>+2X-1=0

21
La valeur de cos (?) est alors obtenue comme la solution positive de cette équation du second degré.
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Proposition 25

Pour construire un pentagone inscrit dans un cercle, on construit successivement comme sur le
dessin :

. le point M, milieu de [O1']

. le point N au compas tel que MJ = MN

. le point P milieu de ON

. le point Aj, intersection du cercle et de la perpendiculaire a (OI) passant par P.
Le point A; est alors un des points du pentagone de coté (A;1).

\

b. Construction de ’héptadécagone

Pour construire un polygone a 17 c6tés, on peut se servir de la formule suivante :

Proposition 26

-1+v17+ \/34—2\/17+\/68+12\/17+2(—1+\/17)\/34—2\/17—16\/34+2\/17

(27{) 1
cos|—|=—
17 16

Démonstration. Pour déterminer cos

2m) . . s ) .
ﬁ) il faut rassembler les racines de I'unité comme nous 1’avons fait

dans le cas du pentagone. Nous allons justement voir comment les regrouper.

On note w = ezll*;. Comme @7 =1 +X+X2+...+X1B estde degré 16, Q(w) est de degré 16 sur Q.
La preuve du Théoréme 18 indique que la suite d’extensions quadratiques (K;) entre Q et Q(w) qu’il est
possible de construire (car le polygone est constructible) est en bijection avec une suite de sous-groupes
du groupe de Galois Gal(Q(w)|Q). Or, ce groupe est cyclique, isomorphe a (Z/172)*. Lisomorphisme en
question est simplement
{ znw* — Gal(Qw)|Q)
k

k — 0} telque og(w) =w

Cela indique que pour trouver la suite d’extension de corps (K;) et savoir comment rassembler les racines,
il faut connaitre les sous-groupes de (Z/172)*. Or, 3 est un générateur de (Z/17Z)*. On le vérifie facilement
grace au tableau suivant :

amod(17) |0 |12 |3 | 4|56 |7 |8 |9]|10|11 |12 |13 |14 |15
3%mod(17) | 1|39 (10|13 |5|15|11 |16 (14| 8 | 7 | 4 |12| 2 | 6
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Autrement dit, o3 est un générateur de Gal(Q(w)|Q). Avec Gy =< (03)% >, Gy est un sous groupe d’indice 2
de (Z/172)* et'ensemble des invariants de G; est donc une extension de degré 2 sur Q.

Par conséquent, la somme obtenue en regroupant un terme sur 2 (w + 0% + 03 + 0! + 0% + w8 + v?* + w?)
qui est invariante par tout élément de G (car invariante par (03)?) sera dans cette extension de degré 2 sur
Q et sera donc constructible. On itére ensuite le procédé.

Plus précisément, on pose :
U =0+0’+0+0+0'®+0d+ o +0?
w=0+0"+o0’+o +o*+ 0’ + 0% +w°

Ensuite, afin d’obtenir de nouveau une extension de degré 2, on prend un terme sur deux dans chaque
somme. On pose ainsi,

V1 =W +W13+Wie+ Wy

U2 =g+ W15+ Wg + W2

V3 =W3+W5+wWi4+0W12

Vs =W+ W1 +0W7 +Wg

— 2kn

Pour tout k, wy7_; = 0 donc wy + w;7_x = 2cos = |

2mn
On a donc, en posant 0 = 17 :

Uy =2 (cos(0) + cos(20) + cos(40) + cos(80))
Uy =2 (cos(30) + cos(50) + cos(60) + cos(70))
v1 = 2 (cos(0) + cos(40))

v, = 2(cos(20) + cos(80))

v3 =2 (cos(36) + cos(50))

v4 =2 (cos(60) + cos(70))

On pose enfin

wy =2cos(0)
wo = 2co0s(40)

(les autres valeurs des cosinus ne seront pas utiles).

Nous allons maintenant déterminer u; et uy afin de déterminer ensuite les valeurs des v; puis en déduire

2n
la valeur de w; =2cos (ﬁ)

u; + uy est la somme des 16 racines donc u; + up = —1. Par ailleurs, en effectuant le produit u; u, et en
utilisant le fait que 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b), on montre que

Uy Uy = 8(cos(40) + cos(20) + cos(60) + cos(70) + cos(50) + cos(80) + cos(0) + cos(36))

Ainsi, on a u; uy = 4(uy + up) etdonc ujup = —4.
u+uy=-—

et sont donc racines du polynéme
Uiy = -4

Finalement, u; et u, sont solutions du systéme {

X2 +X—4.
(On retrouve bien le fait que u; et up sont dans une extension quadratique de Q). Ainsi, étant donné que

u; > up (car up >0),ona:
-1+v17 -1-v17
= et Up=——
2 2
On calcule ensuite les v; de la méme maniére. On sait que vy + v = 1.
De plus, on montre, comme précédemment, que vy v» = —1. Ainsi, v; et v, sont racines du polynéme

U

X? -y X-1.



V.  CONSTRUCTION DES POLYGONES REGULIERS 14

Comme v, < v; (la fonction cosinus est décroissante sur [0,7]), on a:

2 2
mryutt 14V V- m—yJuptd 1 417-1/34-2V17
4

V= = Uy = =
! 2 4 2 2

On obtient de la méme maniére les valeurs de v3 et vy :

V3 =

2 2
uptyfup+4 1174344217 U—\Ju;+4 1 \/17-/34+2/17
= U4: =
4

2 4 2

Enfin, w; + w» = v; et on montre que w; w, = vs. Les réels w; et w» sont donc racines du polynéme

XZ—-U1X-FU&

271 U1+\/V%—4U3

wy :2cos(—) =,
17

Cela nous donne

2

ce qui conduit, apres calculs, a la formule souhaitée :

27 1
cos(ﬁ) =16 —1+\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ+\/68+12\/1_7+2(—1+\/ﬁ)\/34—2\/1_7—16\/34+2\/1_7

4. Nombre de polyedres constructibles

En pratique, on ne connait que 5 nombres premiers de Fermat (pour k € {0,1,2,3,4}) :
po=3, p1=5 p2=17, p3 =257 ps=65537.

Au dela, on n'a pas trouvé de nombre premier de la forme 22" + 1 mémesila question de savoir s'il yen a
d’autres reste un probléme ouvert. Nous allons admettre la conjecture selon laquelle py, p1, p2, p3 et pa
sont les seuls nombres premiers de Fermat afin d’estimer le nombre asymptotique de polyedres construc-
tibles et dont le nombre de c6tés est inférieur ou égal a un entier N donné.

Sous cette hypothese, I'algorithme ci-dessous établit la liste de tous les polyedres constructibles dont le
nombre de cOtés est inférieur ou égal a un entier N. Pour N = 100, on obtient la liste suivante :

2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,20, 24, 30, 32, 34,40, 48,51, 60, 64, 68, 80, 85, 96]

1 #La liste FermatProd contient la liste de tous les produits de nombres de

Fermat
FermatProd=[]
for k in range (2):

for 1 in range (2):

for m in range (2):
for n in range (2):
for o in range (2):

® N e @ e W N

FermatProd.append ((3**k) *x (5**1) * (17**m) * (257**n) * (65537**0) )

1 def polyedres(m):

12 #Etabli la liste des polyedres constructibles a k cotes (k<=n)
13 Liste_polyedres=[]

14 for k in FermatProd:

15 while k<=n:

16 Liste_polyedres.append (k)

17 k=2x%k

18 Liste_polyedres.sort ()

19 Liste_polyedres.remove (1)

20 return Liste_polyedres
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Proposition 27

Soit N € N*. Le nombre de polyedres constructibles dont le nombre de cotés est inférieur ou égal a
N est équivalent a
32log, (N)

Démonstration. Supposons que n est suffisament grand (supérieur au produit P = pgp; p2 pspa).

Soit k €{1,2,3,4,5}, on vadénombrer 'ensemble des entiers de la forme 2% p;, ... p;, inféieurs ou égaux a 2"
(k estle nombre de nombres premiers de Fermat apparaissant dans la décomposition). Pour tout k-uplet
(i1,...,ix) on pose l;; ; le plus petit entier [ tel que p;, ... p;, < 2!, Ainsi, pour un k-uplet fixé (i1, ..., i), le
nombre de valeurs de o telles que 2%p;, ... p;, < nest

n-— lil,...,ik
Au total, le nombre d’entiers de la forme 2%p;, ... p;, inférieurs ou égauxa 2n est:
5
n—1l i, = n+o(n)
0<i)<..<ip<4 k

car tous les /;,, _;, sont bornés. Finalement, en sommant tous les cas possibles pour 1 < k <5, on voitque le
nombre de polyédres constructibles et dont le nombre de c6tés est inférieur ou égal a 2" est

5
Z (5)11 +o(n)= 2°n+ o(n)
k=1 k

Avec N =2", on voit que le nombre cherché est bien 321log, (N).

Remarque
Pour N = 219990 'a]gorithme Python ci-dessus indique qu’il y a 319504 polyedres constructibles dont le
nombre de cotés est inférieur ou égal a N, ce qui est a rapproché del’équivalent donné : 321og, (N) = 320000



