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Quelques idées en guise d’intoduction

. Ce texte provient d'une observation. D’'une part, il est possible d’énoncer un critére permettant d’as-
surer qu'une fonction est quasi-convexe, portant sur les mineurs de la matrice Hessienne bordée (par
le gradient) de la fonction considérée (voir Corollaire 44). D’autre part, la matrice Hessienne du La-
grangien est, en elle-méme, une matrice bordée. S’agit-il d'une coincidence ou existe-t-il une raison
plus profonde reliant ces deux résultats. Leur démonstration permettent en fait de comprendre qu’ils
utilisent tous les deux un méme résultat : le critere de Hotelling-Mann permettant d’assurer qu'une
forme quadratique restreinte a un sous-espace vectoriel est définie positive (ou semi-définie positive
pour le critére de Hotelling-Mann généralisé).

La premiere partie vise a présenter des résultats sur les formes quadratiques, dont le critere de Hotelling-

Mann et sa généralisation. La seconde partie traite de la convexité quand la troisieme partie aborde le
cas des fonctions quasi-convexes. La derniere partie présente enfin I’optimisation sous-contraintes.
Comme nous 'avons expliqué, c’est donc dans les parties 3 et 4 que nous utiliserons les résultats éta-
blis dans la premiere partie. Pour cette raison, certains résultats de la partie 2 portant sur la convexité,
ne constituant pas le cceur de ce texte, sont démontrés de maniere succincte.
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. Pour ce qui est de la quasi-convexité, les résultats portant sur la matrice Hessienne sont assez inté-

I.

1.

ressants mais on pourra noter quelques différences avec le cas de la convexité (voir Théoréeme 32). IlIs
ne nécessitent pas seulement que la fonction soit deux fois différentiable mais qu’elle soit de classe
%2. De plus, il n’est pas possible d’énoncer une CNS simple pour qu'une fonction soit quasi-convexe.
Enfin, pour ce qui est des conditions suffisantes, on pourra retenir qu’elles nécessitent, soit que le
gradient ne s’annule pas, soit que, s’il s’annule en un point, la matrice Hessienne de la fonction (et
non pas la matrice Hessienne bordée) soit définie positive en ce point (voir le lemme de Crouzeix :
Lemme 41).

Lafigure page 32 permet de faire la synthése des exemples traités sur la convexité et la quasi-convexité.
Cela donne un apercu des différents cas possibles (convexe mais pas strictement quasi-convexe, efc.)
Une partie concernant les applications al’économie reste a écrire (preuve de la stricte quasi-concavité
des fonctions de Cobb-Douglas notamment).

Formes quadratiques et déterminants

Définitions et notations

Dans toute la suite, on considére une forme quadratique réelle g sur un R espace vectoriel E de dimension
finie n. On note :

. b:E xE — R la forme bilinéaire symétrique associée a ¢, c’est-a-dire I'unique forme bilinéaire sy-

métrique telle que pour tout x € E, b(x, x) = g(x).

. SiZB=(e,...,e,) estune base de E,

Matg(q) = (b(e;, ej)1<i,j<n-

On montre alors que si 8 et 98’ sont deux bases de E et si P est la matrice de passage de % vers %/,
alors
Matg (q) = "PMatz(q)P
et on dit que les matrices Matg(q) et Matg (q) sont congruentes.
Si A cE est une partie de E,
Al = {er, VyeA, bx,y) = 0}.

Par définition, ker g = E*. En identifiant E =~ R”, et si 2 est la base canonique de R”, on a ker(g) =
kerMatz(q)).

. Siker(q) = {0}, on dit que g est non-dégénérée. Autrement dit, g est non dégénérée si |[H| # 0.

Si pour tout x € E, g(x) =0 = x =0, on dit que q est définie.
Il est clair que si g est définie, alors g est non dégénérée. La réciproque est fausse.
Si pour tout x € E, g(x) = 0, on dit que g est positive (idem pour négative).

Si g est une forme quadratique non-dégénérée, on peut montrer que pour tout sous-espace vectoriel
FdeE,
FeFt =E.

. SiAe€ .4, (R) est une matrice symétrique, et si g et g’ sont deux formes quadratiques dont la matrices

est A, alors g est positive si, et seulement si, g’ I'est. Dans ce cas, A est dite positive (idem pour définie
positive).

. Si A est une matrice, on notera |A| son déterminant. On définit enfin les mineurs principaux d'une
matrice de la facon suivante :

Définition 1 — Mineurs principaux

- Soit A = (a;j)1<i,j<n € MnR) etsoitI < {1,...,n} avec I # @. On note A1 = (a; ) ey, jer €t on dit
que le réel |Aj| est un mineur principal de A.

. On dit que le mineur principal |Aj| est d'ordre Card(I) (que 'on notera aussi #I).

. Soitke{l,...,n}.Onnote A =Ag
de A.

K etleréel |Ax| est appelé un mineur principal dominant

.....
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n
Remarque. SiAe /,(R)etsil<k<n,ilya r mineurs principaux de A d'ordre k. Au total, A admet donc

> = 2" — 1 mineurs principaux.
i=1\k

D’un point de vue algorithmique, pour montrer qu'une forme quadratique est positive ou définie posi-
tive, on peut utiliser la réduction de Gauss des formes quadratiques. Les parties qui suivent donnent en
fait d’autres caractérisations par les déterminants des sous-matrices de la forme quadratique. Ils sont bien
entendus beaucoup moins efficaces en terme de complexité de calculs que la réduction de Gauss.

2. Formes quadratiques définies positives ou définies négatives

Théoreéme 1 - Critére de Sylvester

Soit g une forme quadratique réelle sur E et soit 28 = (ey, ..., e;) une base de E. On note H = Mat g (g).
Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) g est définie positive;
(ii) pourtoutlc{l,...,n}avecl# @, [Hi| > 0.
(iii) pourtout kefl,...,n}, [Hg|>D0.

Démonstration. [CALDERO et PERONIER, 2022]

(i) = (ii) : Supposons que g est définie positive. On a alors [H| > 0. En effet, 'algorithme de réduction
de Gauss permet de montrer qu’il existe une base orthonormée pour g. Autrement dit, il existe P € GL,,(R)
(la matrice de passage de la base 2 vers cette base orthonormeée) telle que H = “PI,,P, et on a donc |H| =
|'PP| = [P?| > 0.

Pourl < ks<netpourl={i,..., i} <{1,...,n}, on considere ensuite la restriction de q au sous-espace vec-
toriel Vect(e;,,... ;). Il s’agit d'une forme quadratique définie positive et sa matrice est H;. On en déduit
donc que [H;| > 0.

(ii) = (iii) est évident.

(iii) = (i) : On prouve le résultat par récurrence sur n = dim(E).

Le résultat est clairement vrai si n =1.

Supposons maintenant qu’il est vrai au rang n — 1 = 1 et montrons qu’il I'est au rang n.

On consideére ainsi E une forme quadratique g sur E de dimension 7 telle que, pour tout 1 < k < n, |[Hg| > 0.
Soit V =Vect(ey,...,e,;-1). Comme g est non dégénérée, Ve V! =E etonadonc dim(V1) = 1. Par consé-
quent, il existe e € E non nul tel que I'on ait la décomposition orthogonale suivante :

L
E=Ve&Re.

D’apres 'hypothése de récurrence, la restriction de g a V est définie positive. De plus, g(e) > 0. En effet, la

H,-1 0
0 gle

de passage de 2 vers (ey,...,e,_1,¢e), on a K = 'PHP et on voit donc que |[K| > 0. Il en résulte que :

matrice K =Mat,,. e, ,,e(q) est diagonale par blocs, avec K = ( ) Ainsi, en notant P la matrice

Finalement, g est définie positive car pour tout v € V et tout a € R,
qlv+ae)=qv)+ (xzq(e) =0

et q(v+ae) uniquement si g(v) =0 et si a =0, c’est-a-dire si v +ae = 0. O

Corollaire 2

Soit g une forme quadratique réelle sur E et soit 28 une base de E. On note H = Mafg(qg). Alors, g est
définie positive si, et seulement si, pour tout k € {1,...,n}, (- l)kIHkI > 0.

Démonstration. En posant g = —q, on voit que g est définie négative si, et seulement si, g est définie néga-
tive. De plus, siH = Matg(q) et H=Matgz(g), onaH = —H et donc, pour tout k € {1,..., n}, [Hg| = (—l)kIHkl.
On obtient donc le résultat en appliquant le théoréme 1 a 4. O
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3. Formes quadratiques positives ou négatives

Proposition 3 — Critere de Sylvester généralisé

Soit g une forme quadratique réelle et soit 28 une base de E. On note H = Matg(q). Alors, g est
positive si, et seulement si, pour toutIc {1,...,n} avecI# @, |Hpl=0.

Démonstration. = Supposons que g est positive. On commence par montrer, comme dans la preuve du
théoreme 1 que |H| = 0. On note ensuite %y = (e;)ie1, Vi = Vect(9B)) et g la restriction de g a Vi (qui est
positive). On a alors H; = Mafg, (q1) et on en déduit que [H;| = 0.

<= Réciproquement, on va montrer par récurrence sur n = dim(E) que si I’'on suppose que pour tout I
{1,...,n} avec I # @, on a [Hj| # 0, alors g est positive. La propriété est clairement vraie si n = 1. Supposons
donc qu’elle le soit jusqu’au rang n — 1 = 1 et montrons qu’alors elle est vraie au rang 7.

On distingue deux cas :

. Si|H| > 0, on procéde comme pour la preuve du critére de Sylvester : on note V= Vect(ey,...,e—1) et
comme g est non dégénérée, il existe e # 0 tel que I'on aitla somme directe orthogonale VeRe = E. En
H,.; 0
0 q(e)
De plus, comme |K| = [H,,_1|g(e) et que [H;,_1| = 0, on en déduit que |H,_;| > 0 et que g(e) > 0. Par
suite g est définie positive (et donc positive).

notant K =Mat, .. e, 1,e)(g) onaK= ( ) Cette matrice étant congruente a H, on a |[K| > 0.

. Si [H| = 0, cela signifie que g est une forme quadratique dégénérée et qu’il existe e € Ker(g) \ {0}.
D’apres le théoreme de la base incompleéte, il existe 1 < i) < i» < ... < i1 < n tels que la famille

B = (ej,, eiy, ..., €, ,,e) soit une base de E. En notant K = Maig(q), onaK = ( {”"6""‘1} 0).
On note de plus V = Vect(e;,,...,e;, ,) et on considere la restriction de g a V (qui a pour matrice

Hy,,...i,-11)- D’aprés ’hypothese de récurrence, cette restriction est une forme quadratique positive.
Finalement, g est positive car pour tout ve Vet a e R,

qlv+oae)=q(v)=0.

O

Remarque. Le premier cas de la démonstration (oit |H| > 0) prouve par ailleurs que toute forme quadratique
positive est définie si, et seulement si, elle est non dégénérée.

Corollaire 4

Soit g une forme quadratique réelle et soit 28 une base de E. On note H = Matg(q). Alors, g est
négative si, et seulement si, pour tout I {1,...,n} avecI# @, (-1)*[Hj>0.

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Corollaire 2 O

. 0 0 e . o ‘.
Remarque. La matriceH = ( 0 _1) montre qu'il west pas possible d’espérer caractériser les formes quadra-

tiques positives en considérant uniquement les mineurs principaux dominants comme c’est le cas pour les
formes quadratiques définies positives. Le résultat suivant permet toutefois de raffiner la proposition 3 afin
d’obtenir une condition portant sur un nombre restreint de mineurs principaux.

Proposition 5

Soit g une forme quadratique réelle non nulle et soit 98 une base de E. On note H = Matg(g). Soit
m= max{#l, [Hi| # 0}. Alors g est positive si, et seulement si, il existe Ip c {1,..., n} tel que #Iy = m et
tel que pour tout I < Iy, |Hj| > 0.

Remarque. On a vu qu'une forme quadratique positive non dégénérée est nécessairement définie positive.
Par conséquent, 'hypothese « pour tout1c Iy, |Hi| > 0 » peut aisément étre remplacée par U'hypothése équiva-
lente «[Hy,| > 0 et pour tout1C Ip, [Hi| = 0 ».



FORMES QUADRATIQUES, DETERMINANTS ET CALCUL DIFFERENTIEL

Démonstration. Supposons que #Iy = m et que pour tout I c Iy, [Hy| > 0. Cela signifie que la restriction de g
aV =Vect(e;)er est définie positive. De plus, le rang d’'une matrice étant I’ordre maximal d’'un mineur non
nul, on a rg(H) = m. En fait, on a méme rg(H) = m car il est possible de construire une famille libre de n—m
vecteurs de Ker(q) (cela découle de la construction établie dans la preuve de la proposition 3 et du fait que
si #1 > m, alors [Hj| = 0). Au final, en notant (fy;+1,..., fn) une base du noyau de g et en notant 98 la base
obtenue en concaténant la famille (e;) ;¢ et la famille (fi;+1,..., fn), ona

Hy 0
Mat@(q)=(01 0).

Cela finit de prouver que g est bien positive. O

Corollaire 6

Soit g une forme quadratique réelle non nulle et soit 28 une base de E. On note H = Matgz(q). Soit
m= max{#l, |Hy| # 0}. Alors g est négative si, et seulement si, il existe Iy c {1,..., n} tel que #1p = m

et tel que pour tout I c I, (=1)*|H;| > 0.

4. Autre démonstration du critere de Sylvester généralisé

1l est possible de démontrer la proposition 3 comme une sorte de corollaire du critére de Sylvester (Théo-
reme 1). On utilise pour cela les deux lemmes suivants. Le premier (Lemme 7) fait effectivement le lien entre
forme quadratique positive et forme quadratique définie positive quand le second (Lemme 8)est un résul-
tat plus calculatoire. Cette facon de procéder, présentée dans [??] aura en outre 'avantage de fonctionner
dans le cas de la généralisation du critére de Hotelling-Mann (Théoréme 9).

Soit H € 4, (R) une matrice symétrique. H est positive si, et seulement si, pour tout « > 0, la matrice
H +al,, est symétrique définie positive.

Démonstration. [DEBREU, 1952]
La preuve est immédiate par passage a la limite. O

On peut alors proposer une autre démonstration de la proposition 3 grace au lemme suivant.

Lemme 8
Pour tout H € .4, (R), pour tout a € R,

n—1
H+al,l=a"+Y | Y Hl|of
k=0 | Ic{l,...,n}

#l=n—k

Démonstration. [DEBREU, 1952]
Soit H= (a;,j)1<i,j<n € #n(R) et a € R. On notera :

. S(D) le groupe des permutations de ’ensemble I et, plus particulierement, S, le groupe symétrique de
I'ensemble {1,...,n};

. 2({1,...,n}) 'ensemble des parties de {1,...,n} et Z({1,...,n}) 'ensemble des parties de {1,...,n}
ayant k éléments;

. Pour 0 € S; une permutation, Fix(o) = {k € {1,...,n}, a(k) = k} 'ensemble des points fixes de ¢;

. Z,'C’ ={o €S, #Fix(o) = k} 'ensemble des permutations ayant exactement k points fixes;

<20 = ;?: k Z;l I'ensemble des permutations ayant au moins k points fixes.

On rappelle de plus la convention : ]_[ x;=1.
i€ep
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D’apres la formule de Leibniz 1

n
Y. €@ [[(@i00) +oBiowm)

H+al, =
oeS, i=1
n
= 2 2 e@| [ aiow [T @icw+w
j=0 oe):;? i¢Fix(0) i€Fix(0)

. Ze((r)( il a,-,(,(,-]) Y1 Y awo o

j=0 gex” i¢Fix(o) k=0 | ScFix(o) ieS
j #S=j—k
n i .
= Y Xe@| Y| X [T aiow[aion||a
j=00ex” k=0 | ScFix(o) \i¢Fix(o) i€S
J #S=j-k
n n k
= Y2 | Xeo [T aioi[]aion||
k=0j=k| oex” ScFix(o) \i¢Fix(o) i€S
7 #S=j—k
n n k
= 2|X X X e [] aien|a
k=0| j=k o0€X” ScFix(o) ieFix(0)¢uUS
T gs=j-k

n
k
= 2| X Y €0 ] aien |«
k=0 aezgk ScFix(o) ieFix(0)cUS
=% #S=#Fix(0)-k

= Z Z s(o)Ha,‘,a(,-))(xk

k=0 \(o,Dez?, iel

ou = {(G,Fix(c)C uUS) tel que o€ X" , S c Fix(o) et #S = #Fix(o) — k} cS,xP{l,...,n}).

=k’
Or, en posant % = {(0,1) telque 0 €S, e 22, _i({l1,...,n}) et ojc = Id}, on montre facilement que &, =
%,. En effet :
. Si(o,) €22, alors I = Fix(0)° US donc I° = Fix(0) N S€ et on a bien, par définition de Fix(0), ojic = 1d.
De plus, comme S c Fix(o), on a #I = #Fix(0)¢ + #S = n — k. Cela prouve bien que (o,1) € Z,.
. Inversement, si g,I) € &%, il est clair que o € ng. De plus, en posant S = Fix(o) \I¢ = Fix(o) n1,on a
bien S c Fix(o) et S UFix(0)¢ =1, ce qui signifie que (o,1) € 27;.
Ainsi,

n

H+al,l = Y| Y e@][]aicn|a”

k=0 \(o,)e2?, iel

Pour (o,I) € %, on identifiera naturellement ¢ a un élément de S(I). Remarquons que sa signature dans
S() estidentique a celle dans S,,. On obtient alors, en adoptant la convention [Hg| =1:

n
H+ol,l = Y| Y Y e@][]aion |
k=0 | 1c(1,.. 1} €S () i€l
#l=n—k
n
= Y| ¥ Il
=0 | 1c(l, )
#l=n—-k

Démonstration. (de la proposition 3) [DEBREU, 1952]

n
1. On entend, par « formule de Leibniz », pour A = (“i,j)lsi,jsn € MpR),|Al = Z e(o0) H a;j (i) ou €(0) désigne la signature de
o€Sy i=1
la permutation o.
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. = Supposons que g est positive. Soit I < {1,...,n} avec I # @. Alors la restriction de g a Vect(e;) ;1 est
positive. Par conséquent, si on note m = #1, on sait, d’apres le lemme 7, que pour tout « > 0, Hy + o,
est définie positive. D’apreés le critere de Sylvester, on en déduit que pour tout o > 0, [Hy + ol,| > 0.
Par continuité du déterminant, cela implique nécessairement que |Hp| = 0.

. <= Réciproquement, supposons que pour tout I c {1,...,n} avec I # @, [Hj| = 0. Alors, d’apres le
lemme 8, pour touta >0, pourtoutl s k<n:

k=1
H+ol)pl =+ Y of Y |Hyl
i=0 Ic{1,...,k}

#l=k—i

Or, tous les [Hj| sont positifs par hypothése et on en déduit donc que pour tout a > 0, pour tout
1< k<n, |(H+aol,)l > 0. D'apres le critere de Sylvester, cela signifie exactement que H + al,, est
définie positive. D’apres le lemme 7, on en déduit que H est positive.

O

5. Formes quadratiques définies positives ou définies négatives sur un sous-espace

Soit n = 2. On considere un R espace vectoriel E muni d'une base % = (e, ..., e;) et on note B* = (e;.k)lsisn
la base duale de la base 8. On consideére alors une famille libre (@)1<x<m de formes linéaires (pour 1 < m <

m
n—-1)etonposeF = ﬂ Ker(¢). On note de plus B = (b; j)1<i,j<n =" Matg- (Pi) € Mm n[R). Autrement dit,
k=1

n
B est une matrice de rang m et pour tout X =l (x1,...,%x,) €eR", Z x;e; € F si, et seulement si, BX = 0.
i=1

Définition 2 — Matrice bordée

Soit H € 4, (R) et soit B € #,,,,(R). On appelle matrice bordée de H par B, la matrice

—B_(O B

B H) € Mpmin(R).

Avant d’énoncer un critére pour qu'une forme quadratique restreinte a un sous-espace soit définie positive,
on donne également la définition suivante qui généralise la notion de sous-matrice au cas de matrices non
carrées.

Soit A= (a;,j)1<isp,1<j<q € Hp,q®).

- Pourlc{l,...,plet] c{l,...,qt avecl # @ et] # @, on pose A1y = (4, j) ie1, jej la matrice formée
par les lignes et les colonnes dont les indices appartiennent respectivement al et J.

- Pourlsms<petl<n<g,onnoteAp,=Aq,. mi,..q = (@ij)1<i<p 1<j<q la matrice formée
par les p premiéres lignes et les g premieres colonnes de A.

. Pour 1 < n < min(p, q), on note A, = A, , la matrice formée par les n premieres lignes et
colonnes de A.

On peut alors énoncer le critére suivant.

Théoréeme 9 — Critére de Hotelling-Mann

Soit n = 2. Soit g une forme quadratique sur E (de dimension n) et soit 98 une base de E. On note
H =Matg(q). On reprend les notations ci-dessus et on suppose que |B,,| # 0. Alors la restriction de
g al'espace F est définie positive (c’est a dire que pour tout x € F\ {0}, g(x) > 0) si, et seulement si,

_Bm
pourtoutm+1l<ks<n, (-1)™ |Hk vk) > 0.

Remarque.

.. —B,, 0 B —B
. On rappelle que, par définition, pour m+1<ks<n,onaH; ™ =|, mk) (H ) .
By Hg m+k
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. Le nom « Hotelling-Mann » n'est pas standard pour désigner ce résultat. Nous avons toutefois décider
de retenir cette appelation car [DEBREU, 1952] explique que Hotelling a établi le résultat dans le cas
d'un hyperplan (m = 1) avant que Mann ne le généralise en toute dimension.

Pour démontrer le critere de Hotelling-Mann, on commence par établir deux lemmes.

Avec les notation du théoréme 9, la restriction de g a F est définie positive si, et seulement si, il existe
Ao € R tel que pour tout A = Ag et pour tout X € R" \ {0},

X HX + A’X'BBX > 0.

Autrement dit, en identifiant E a R”, la restriction de g a Ker(B) \ {0} est définie positive si, et seulement si, il
existe A € R tel que H + A"BB est une matrice symétrique définie positive.

Démonstration. (dulemme 10) [DEBREU, 1952]

. S’il existe A tel que H + A’BB soit définie positive, il est clair que pour tout X € Ker(B) \ {0}, 'XHX > 0,
et donc que la restriction de g a F est définie positive.

. Réciproquement, supposons que H est définie positive. Montrons l'existence d'un A vérifiant la
propriété annoncée par le lemme. Il s’agit en fait de prouver que la fonction 0 définie pour tout
X € R™\ Ker(B) par

'XHX  XHX
IX'BBX  !(BX)BX

est majorée (il suffira alors de considérer Ay > sup0). Or, il est clair que pour tout A € R*, pour tout

X € R™ \ Ker(B), 0(AX) = 0(X). Il suffit donc de montrer que 0 est majorée sur V = S~ nKer(B) (oit

sl =X eR", XX =1} désigne la sphere unité de R™). En raisonnant par I'absurde, supposons au

contraire que 0 ne soit pas majorée sur V. Il existerait ainsi une suite X € V telle que 6(Xy) P +00.
—+00

0X) =

Comme S"! est compact, il existerait donc une sous-suite X, convergeant vers X € S,,—1.

SiX eV, alors 8(Xy) — 0(X) par continuité de 6 sur V.

Sinon, X ¢ V, ce qui signifie que X € Ker(B). Dans ce cas, sachant que "XHX > 0, et que pour tout k,
IX,QBBX,C =" (BXy) (BXg) > 0, on voit que 0(Xy) LT, T

—+00
Dans tous les cas, on voit que la convergence de 0(Xy) vers +oo est impossible, ce qui conclut la

démonstration.
O

Soient H € .4, (R) et B € .y, »([R). [H+A'BB| est un polynome en A de degré au plus m. Le coefficient
devant A" de ce polyndome est :

(—1)’"(ﬁ3(.

. . . . , L g , . |=B
Remarque. Attention, il se peut que le coefficient devant A" soit nul, c'est-a-dire que l'on ait |H | =0.

Démonstration. (dulemme 11) [DEBREU, 1952]
On a I'égalité matricielle suivante :

~Im B\(Im B)_ (-Im 0
AMB HJ\0 L,/ (AB H+A'BBJ
Puis, en passant au déterminant :

-I,, B
A'B H

’ =(-1)™H+A'BB|.
Par conséquent,

t —(_1\m
IH+A'BBl=(-D" |, /5 o

=In B‘

et il en résulte, d’apres la formule de Leibniz, que |H + A’BB| est bien un polynéome en A de degré au plus
m. Par ailleurs, on voit a 'aide de cette formule de Leibniz que le coefficient devant A" est obtenu comme
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une somme de termes correspondant aux permutations laissant stable I'ensemble {m +1, ..., n}. Ainsi, pour

. . - B R ) A B
toute matrice A € ./, (R), le coefficient devant A™ de |, , est le méme que celui de |, .En
A'B H A'B H
- . . R . 0 B
particulier, pour A = 0, on voit que le coefficient devant A" de |H+A'BB| est le méme que celui de A'B H’
Or, par multilinéarité du déterminant, on a
0 B m | =B
AB H‘ =\ [F,
d’ot1]'on déduit le résultat annoncé. O

On peut maintenant démontrer le critére de Hotelling-Mann.

Démonstration. (du Théoréeme 9) [DEBREU, 1952]

. = Supposons que la restriction de g a F est définie positive. On commence par montrer que (—1)" ’ﬁB ) >
0 et le cas des sous-mineurs principaux se traitera ensuite de maniére similaire.
D’apres le lemme 10, il existe Ag € R tel que pour tout A = Ag, pour tout X € R”\ {0}, ' XHX +A‘X'BBX >
0. Par conséquent, d’apres le critére de Sylvester (Théoréme 1), ona:

pour tout A = Ag, [H+A'BB| >0 ().

—B . . =B . .
Commengons par montrer que |H | # 0, autrement dit que la matrice H  est inversible.
By=0

. En multipliant la deuxiéme
Bx+Hy=0

Soit X = (;) € Ker(H) (avec x € R™ et y € R"). On a {
équation par t¥ a gauche, on obtient :

'y'Bx+'yHy =0

donc  'By)x+'yHy=0
donc 'yHy=0

En identifiant F a Ker(B), la restriction de g a Ker(B) est, par hypothese, définie positive. On en déduit
donc que y =0 et, par suite, que ‘Bx = 0 puis que x = 0 Pour justifier 'implication ‘Bx=0= x =0, il
suffit de voir que !B,, est inversible (car B,, I'est), donc que rg(t B) = m, puis que, d’apres le théoreme
du rang, dim(Ker(‘B)) = m —rg(‘B) = 0. Cela conclut la preuve du fait que Ker(H) = {0} et donc de I'in-
versibilité de ﬁB.

Ainsi, comme ‘H ‘ est inversible, |H + A‘BB| est un polyndéme de degré exactement m et 1'égalité (*)

implique nécessairement que le coefficient dominant, & savoir (—1)™ |ﬁB|, est strictement positif.

Soit finalement m + 1 < k < n. On considere la forme quadratique g définie comme étant la restric-
tion de g sur Vect((e;)1<i<k). En notant PB = (ej)1<i<k,ON a Matg(q) = Hg. On note de plus B = B k-
Toujours en identifiant E a R”, il est immédiat de vérifier que g restreinte a Ker(B) est définie posi-

k
tive. En effet, si ’(x1, ..., xx) € Ker(B) \ {0}, alors?(x1, ..., xt,0,...,0) € Ker(B) et on a donc Zi(z x,-ei) =

i=1
k
q (Z xie,-) > 0.
i=1

Ainsi, comme la restriction de g a Ker(B) est définie positive et que B ml=1Bml, on a, d’apres ce qui a
été fait précédemment,

0 B
‘B Hi

-nm > 0.

.. — B,
Cela signifie exactement que (—1)™ ‘H P ) >0.

. _Bm y N
< Réciproquement, supposons que pour tout k = m+ 1, (-1)" ‘Hk ’k| > 0. D’apres le lemme 10,

on sait qu'il suffit de montrer qu'il existe Ao € R tel que pour tout A = Aq, la matrice H + A’BB est
définie positive. D’apres le critére de Sylvester, cela équivaut d’ailleurs au fait que tous les mineurs
principaux dominants de cette matrice sont strictement positifs. Or, (H + A’BB) j=Hj+ A(‘BB) i=
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H; +A'Bj uB, ;. I s'agit donc de montrer que pour tout 1 < j < n, il existe A € R tel que pour tout
A= Ao, [Hj + A By, j)Bym,j| > 0.
On distingue alors les cas selon la valeur de j.
— Sij=zm+1:dapreslelemme 11, [H; + )\t(Bm,j)Bm,jl a le méme signe, pour A suffisamment
grand, que (-1)" ‘H_jB'”‘j | Or,

—B, 0 B i 0 B —B,
-D™H; ™= (D" m=EnT ( ) =(=D™"E; ™|,
| J | thJ‘ H; ‘B H m+j | J )
et on sait que (—1)" ’H_ij'f ’ > 0 par hypothese.
— Sil< j<m:dapresle calcul fait dans le lemme 11,
-1 Buil i -1 B,
Hj+ A B, j)Bm,j| = (D™ " I =N D™ L .
[Hj + A By, j)Bpm,j| = (=1) NBp,) H, -1 "By LH,
_Im Bm,j

1l s’agit donc de montrer que pour A suffisamment grand, (—1)™ > 0. Or, lorsque

t 3 lyg.
Bn) +H
A tend vers +oo0, %H ;j tend vers 0 et il suffit donc de montrer, par continuité du déterminant, que

-1 Bm,j

> 0.
‘Bm;) 0

=n™

Or, la forme quadratique § définie sur R™ par §(Y) = —'YY est définie négative et elle I'est,
a fortiori sur Ker(* (B, j)). Ainsi, en utilisant le corollaire 12 qui suit?, on en déduit (pour k = j)
0 "B, )

ue (-1)%/
! B —Im

> 0, ce qui, en passant a la transposée, donne bien le résultat sou-

haité.

Corollaire 12

Soit g une forme quadratique et soit 28 une base de E. On note H = Matg(q). On reprend les nota-
tions ci-dessus et on suppose que |B,,| # 0. Alors la restriction de g a 'espace F est définie négative

. . —B
si, et seulement si, pour tout m+1< k< n, (—l)k ’Hk m’k‘ > 0.

Démonstration. [DEBREU, 1952]
On pose g = —q et B = —B. Ainsi, g restreinte a Ker(B) est définie négative si, et seulement si, g restreinte &

~ - — =B
Ker(B) = Ker(B) est définie positive. En notant H = Matg(g), on a HB =—H . Ainsi,
La restriction de g a Ker(B) est définie négative <= la restriction de § a Ker(B) est définie positive
Hi

— Vm+l<ksn (D7 >0

Vm+l<ks<n, (—1)”‘(—H_kB'"'k( >0

Vm+l<ksn, (~Dk2m ’H_kB'"’“| >0

[

Vm+l<ks<n, (—1)k‘H_kB’”"C|>0

O

Remarque. Dans le cas ot B est de rang m mais que l'on nwa pas |B,,| # 0, il est toujours possible, de se
ramener a un tel cas en permutant les coordonnées.

Exemple 1. SurE =R3, on définit la forme quadratique q, par

t 2,2 2
q(x( (x1, X2, x3)) = Xy +5 —X3.

2. La condition nécessaire du Corollaire découle simplement de la condition nécessaire du théoreme déja démontré ci-dessus.

10
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1 0 0
En notant 3B = (e, ez, e3) la base canonique de R3, on a ainsi, Hy = Matgz(g)={0 1 0
0 0 -1

On pose de plus F = {*(x1, x2,x3) € R3, x3 = 0} = Ker(B) (ou B=(0 0 1)) 11 est clair que qy est définie
positive sur F. En revanche, il n'est pas possible d’'utiliser le critere de Hotelling-Mann (Théoréme 9) pour le
justifier car |B1| = 0. On a d’ailleurs, |(ﬁB)3| =0.

Comme indiqué dans la remarque ci-dessus, on va donc permuter les coordonnées. On pose P =

o = O
—= o O
S O =

puis on définit la forme quadratique qg par

a5 (11,52, ¥3)) = Gao P (Y1, ¥2, ¥3) = V3 + V5 — V5
On a ainsi
10 0
Hp = Matg(qp) = 0 1 0f.
0 0 1

Ll est clair que qq restreinte a Ker(B) est définie positive si, et seulement si, qp restreinte a P (Ker(B)) est définie
positive. Or,

P (Ker(B)) =P (Vect(ey, e2)) = Vect(ey, e3) = {t(xl,xz,X3) € [Ris, x1 =0} = Ker(E).

ouB=(1 0 0).

Ona
0 1 0 0
—5 |1 -1 0 0
Ho =1 0 1 o0
0 0 0 1

=-1

)

eton voit que l'on peut bien appliquer le critére de Hotelling-Mann a qp ( plus précisément, ona

et

(H_ﬁB) ‘ = —1, ce qui indique que qg restreinte a Ker(B) est définie positive).
4

6. Formes quadratiques positives ou négatives sur un sous-espace

De manieére similaire au lemme 7, on peut démontrer le lemme suivant par simple passage a la limite :

Soit H € .4, (R) une matrice symétrique et B € .4, ,(R). Pour tout X € Ker(B), ’XHX = 0 si, et seule-
ment si, pour tout « > 0, pour tout X € Ker(B) \ {0}, "XHX + a’XX > 0.

On peut alors caractériser les formes quadratiques dont la restriction a Ker(B) est positive :

Proposition 14 - Critére de Hotelling-Mann généralisé

Soit g une forme quadratique et soit 28 une base de E. On note H = Matg(g). On reprend les nota-
tions de la partie précédente et on suppose que |B,;,| # 0. Alors la restriction de g al’espace F = Ker(B)

.. . . —B
est positive si, et seulement si, pour toutIc {1,...,n} telque m+1<#l<n, (-1)™ |H1 el ‘ >0.

...  —Bu..m 0 B
Remarque. On rappelle que, par définition, Hy ™" =1, “"“'m}’l).

By, my1 H;
Démonstration. (de la proposition 14) [DEBREU, 1952]

. = Supposons que la restriction de g a F = Ker(B) est positive et considérons un ensemble I
{1,...,n} tel que m+ 1 < #I < n. A fortiori, la restriction de g a F n'Vect(e;) 1 est positive. Autrement
dit, en notant g la restriction de g a Vect(e;);e1, on voit que la restriction de g; a Fn'Vect(e;);er est

11
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positive. Ainsi, en faisant I'identification E = R", et d’aprées le lemme 13, la restriction de Hy + aly a
FnVect(e;) e est également définie positive pour tout a > 0. Or, pour tout X = Z x;e; € Vect(e;)ier,
i€l

XeF < By, ., mX=0.

D’apres le critere de Hotelling-Mann (Théoréme 9), pour k =#1+ m :

que

. <= Réciproquement, supposons que pourtoutIc {1,...,n}telque m+1 <#l<n, (-1)™ ’EB“'“""”'I| >
0 et montrons qu’alors g restreinte a Ker(B) est positive. D’apres le lemme 13 et le critere de Hotelling,
il suffit de prouver que pour tout k€ {2m+1,...,n+ m}, pour touta >0, (-1)" ‘mB k‘ > 0.
Autrement dit, on veut prouver que pour tout k € {m+1,..., n}, pour tout a > 0,

Or, pour ke {m+1,...,n} et a >0, on peut démontrer que :

k—m
———By,m,i,.. T Bm
" [Erad) =y Yo o) | o
120 | 1., miciciL, .. k+m} I

#l=k+m—1

La preuve de cette égalité est similaire a celle du lemme 8. Nous remettons toutefois les détails a plus
tard (voir lemme 16).

Considérons maintenant k € {m+1,..., n} et a > 0 fixés. D’aprés I'égalité précédente, il suffit de mon-
trer que pour tout {1,...,m}clc{l,..., k+m}telque2ms<#I<k+m,

) o

et que 'un de ces termes, au moins, est strictement positif.
Pour {1,...,m}cIc{l,...,k+m}, onpose] c{l,...,k} telque I ={1,..., mlu (m+]J) (ou m+J={m+

j,» j€J}).Onaalors
—Buk) _ (7)\Bilmt
(5"}, = )
et on est donc ramené a montrer que pour toutJ c{1,...,k} telque m <#J <k,

o)

et que I'un de ces termes, au moins, est strictement positif.

By,...mh)

Or, par hypothese, sim+1<#] <n,ona (-1)" ‘(ﬁ]) =0.

De plus, dans le cas ot #] = m, comme By, est une matrice carrée de taille m :

(_l)m'(E)B(l....,m),J _ (_l)m

0 B ‘B H
. U,...,m}J‘ _ ‘ {1,..om}] J ' = [Buis |2 0.
By,..my  Hie 0 Ba,...miJ

0 By,...myJ "B,...mh) H;j
B..my  H 0 Bi1,..,m}
tenue en permutant les m premiéres lignes avec les m derniéres lignes de la matrice.

(E) By,..my

Onremarquera que l'égalité =(-D" est simplement ob-

Enfin, dans le cas particulier o1 ] = {1,...,m}, on a méme (-1)" =Byl >0 par hypo-

these.
Au final, I'ensemble des inégalités mentionnées permettent d’assurer que tout k € {m+1,..., n}, pour

— 3 . ) .
touta >0, (-1)™ [H+al)e ™" >0, ce qui conclut la démonstration.

12
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On établit de méme le résultat suivant.

Proposition 15

Soit g une forme quadratique et soit 28 une base de E. On note H = Matg(q). On reprend les nota-
tions dela partie précédente et on suppose que |B,;| # 0. Alors larestriction de g al'espace F = Ker(B)

—B
est positive si, et seulement si, pour toutIc {1,...,n} telque m+1<#l<n, (—1)" ‘H U I’ >0.

Il reste enfin & démontrer le lemme suivant que nous avons utilisé dans la preuve du critere de Hotelling-
Mann généralisé (proposition 14).

Pour tout H € .4, (R), pour tout B € .4, ,(R) (avec 1 < m < n—1) et pour touta € R,

S— —B
e A
=0 | 11,.., micicq,...n+m} I
#l=m+n—1

Démonstration. On note ﬁB = (ai,1)1<i,j<n+m- On pose de plus
S, im = {O'ESn+m tel que 0({1,...,m})c{m+1,...,m+n}}.

Ainsi défini, pour tout o ¢ S, m, il existe i € {1,..., m} tel que a; g(;) = 0. On en déduit donc que :
n+m
|(H +aly) | €0 [] (aio) +adioa)-
O-€Sn+m i=1
On remarque de plus que si 6 €S ,,4,, 0 admet au plus 7 — m points fixes. On a donc :

‘(H+<xl,,)‘ Z Zs(o)( I1 am(z))( [1 ﬂi,o(i)ﬂx)v

0 gex j i¢Fix(o) ieFix(o)

oul'on a posé
ij = {O’ €§n+m, #Fix(o) = j}.

Le méme calcul que celui effectué dans la preuve du lemme 8 permet d’obtenir I'expression suivante :

‘(H+aln)‘ Y Y e J]  aien|d,

1=0 | ges, ScFix(o) i€Fix(0)¢US
=" #S=#Fix(o)-1
oul’on a noté U j-Lafin de la preuve est, 1a aussi, similaire a celle du lemme 8 : on pose

P = {(G,Fix(G)CUS) tel que o € f;l, S c Fix(o) et #S = #Fix(o) — l}

et
9’2:{(0,1) tel que 0€Spim {1,....miclc{l,....n+m}, #l=n+m—1 et oy =Id},

et on a alors &, = %,.

13
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Il en résulte que

B n-m ;
‘(H+0dn) ‘ = Z E(U)Hai,c(i) o1
=0 \(o,))e2?, i€l
n-m ;
= Z E(G)Hai,a(i) «
=0 \(0,))e2?, iel
n-m |
= ) Y e(o)]]aion |«
1=0 | {1,...,m}clc{l,...,n+m} ceS() i€l
#l=m+n-1

n-m
—B
= 3 > )]
=0 | a,...mcicq,...n+m I
#l=m+n-1

II. Extrema, convexité et concavité

Dans les parties II. et I1I., on considére un R espace vectoriel normé E de dimension finie n, muni d’'une
base & = (ey, ..., e,). On considere de plus une fonction f: U c E — R ou U est un ouvert de E. Dans le cas
ou f est une fois différentiable, on notera V f(x) = ! Matgz (d, f) e 1 (R) le gradient de f au point x € U et
on adoptera la notation 9; f (x) pour désigner la ¢ dérivée partielle de f au point x. Aussi, dans le cas ot f
est deux fois différentiable, on notera H f (x) = Mat(d> f) € .4, (R) la matrice Hessienne de f au point x € U.
Rappelons que si f est deux fois différentiable, le théoréme de Schwarz assure que Hf(x) est symétrique
pour tout x € U.

Remarque. Les définitions et propriétés générales peuvent étre énoncées dans le cas de la dimension infinie.
Le lien que nous ferons ensuite avec la premiere partie et l'utilisation de matrices nécessite en revanche de se
placer sur un espace de dimension finie.

On rappelle enfin le théoreme des fonctions implicites que nous utiliserons a plusieurs reprises dans cette
partie et dans les suivantes.

Théoreme 17 - Théoreme des fonctions implicites

Soit E;, E» et E3 trois R espaces vectoriels de dimension finie, U c E; x E; un ouvertet f: U — Eg
une fonction de classe €. Soit x* = (x7,x3) € U tel que f(x*) = 0 et tel que dy ~ f (la différentielle
partielle de f par rapport a x, en x*) soit un isomorphisme. Alors il existe un voisinage ouvert Vc E
de xi*, un voisinage ouvert W c U de x* et une fonction ¢ : V— E; tels que, pour tout (x;,x2) € U :

(x1,x2) €W et f(x1,x2)=0 < x1 €V et x2 = P(x1).

De plus, pour tout x; €V,

-1
A, @ = = (da, 1,000 f) ™ © A0, f-

1. Extrema

Définition 4 — Extremum global

Soit D c E un ouvert et soit f : D — R une fonction. Soit x, € D.
. On dit que f admet un maximum en Xj si pour tout x € D, f(x) < f(xg);

. On dit que f admet un minimum en xp si pour tout x € D, f(x) = f(xo);

Remarque. Par abus de langage, et lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité, on dira méme que Xy est un maximum
(respectivement minimum) de f .

14
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Définition 5 — Extremum local

Soit D c E un ouvert et soit f : D — R une fonction. Soit xp € D. On dit que f admet un maximum
(resp. minimum) local en x, s'il existe un voisinage ouvert U de x tel que fipny admet un maximum
(resp. minimum) en Xp.

Proposition 18

Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U c E et soit xp € U.

. Si f est différentiable en xy et admet un minimum local en xy, alors dy, f = 0.

. Si f est deux fois différentiable en xy et admet un minimum local en xy, alors pour tout h € E,
dz, f(h,h) =0.

. Réciproquement, si f est deux fois différentiable en xp, si dy,f = 0 et si pour tout & € E,
df;of(h, h) > 0, alors f admet un minimum local en xp.

Remarque.

. La condition d)zcof(h, h) = 0 (resp. d)z(of(h, h) > 0) signifie exactement que la forme quadratique h €
E— dJZCOf(h, h) € R est positive (resp. définie positive). On peut donc traduire cette condition par une
condition portant sur les mineurs H f (x).

. Laméme proposition peut étre énoncée pour un maximum local en changeant la condition d)zco f(hh)=
0 par d)%of(h, h) <0.

. Attention, la proposition «sidy, f = 0 et si pour tout h € E, dJZCOf(h, h) =0, alors f admet un minimum
local en xq » est fausse. On pourra, pour s'en convaincre, considérer la fonction f : x € R— x> en xo = 0.

Démonstration. [BENZONI-GAVAGE, 2021]

Dans le cas ou E =R, il s’agit d'un résultat classique que I’on peut démontrer en considérant les développe-
ments limités de f al'ordre 1 et 2.

Dans le cas général ot E est de dimension n, on considére une boule B(xp, r) c U et on fixe h € B(0, r). On ap-
plique alors le résultat de la dimension 1 ala fonction g : t € [0; 1] — f(xo+th) pour laquelle g'(0) = dy, f (h)
et g"(0) = d f(h, h). O

On rappelle maintenant la définition d’ensemble convexe (voir définition 6) afin d’énoncer, dans le cas ou
une fonction f est définie sur un convexe, une condition nécessaire pour qu'un point xy soit un minimum
de f.

Définition 6 — Ensemble convexe

Soit C < E un ensemble. On dit que que C est convexe si, pour tous X,y € C, pour tout ¢ € [0;1],
x+i(y—x)eC.

Proposition 19

Soit f : U — R une fonction différentiable et soit C = U un ensemble convexe. Si xp € C est un
minimum de fic, alors pour tout x € C, dy, f (x — x¢) = 0.

Remarque. En identifiant E avec R", la condition dy, f (x — xo) = 0 s'écrit V f(xo) - (x — xp) = 0. Cela signi-
fie que 'ensemble C est inclus dans le demi-espace délimité par xo + V f(xo)* et vers lequel pointe V f(xo).
On remarquera par ailleurs que cette proposition n'apporte une véritable information que dans le cas oil
Vf(xo) #0.

Démonstration. [BENZONI-GAVAGE, 2021]
SoitxeCOna:
fxo + t(x—x0)) = f(x0) + tdy, f(x— x0) + tT(t)

ol T est une fonction a valeur dans E qui tend vers 0 en 0.
Si on avait dy, f(x — xp) < 0, on aurait f(xg + £(x — xp)) < f(xp) pour ¢ > 0 suffisamment petit et xo ne serait
donc pas un minimum de fic. O
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2. Convexité et concavité : généralités

Définition 7 — Fonction convexe

Une fonction f:C — R (o1 C c E est un ensemble convexe), est dite convexe si pour tous x, y € C,
pour tout £ € [0;1] :
fx+A-Dy)<tfxX)+A-0fQ).

De plus, sil'inégalité ci-dessus est stricte pour tout ¢ €]0; 1[, on dit que f est strictement convexe.

Définition 8 — Fonction concave

Une fonction f: C — R, ou C est un ensemble convexe, est dite concave si — f est convexe, c’est-a-
dire si pour tous x, y € C, pour tout £ € [0;1] :

fax+A-Dy)ztf)+A-0f().

De plus, sil'inégalité ci-dessus est stricte pour tout £ €]0; 1[, on dit que f est strictement concave.

Définition 9 - Epigraphe et hypographe

Soit A un ensemble et soit f : A— R une fonction.

. On appelle épigraphe de f 'ensemble
epi(f) = {(x,z) eAXR, f(x) < z};

. On appelle hypographe de f 'ensemble

hyp(f) = {(x,2) e AxR, f(x) > 2.

On démontre sans difficulté la proposition suivante :

Proposition 20

Soit f:C — R une fonction (o1 C c E est un ensemble convexe). Alors :
. f est convexe si, et seulement si, epi(f) est convexe.

. f estconcave si, et seulement si, hyp(f) est convexe.

Remarque. On en déduit également que si f : C — R est convexe, alors pour tout z € R, {x €C, fx) < z}
est convexe. La réciproque est néanmoins fausse et nous verrons d'ailleurs par la suite que les fonctions pour
lesquelles les ensembles {x €C, f(x) < z} sont convexes sont appelées quasi-convexes.

En définissant la notion d’ensemble strictement convexe (voir ci-dessous), on peut également caractériser
les fonctions strictement convexes (resp. strictement concaves) a I’aide de 1’épigraphe (resp. I'hypographe).

Définition 10 — Ensemble strictement convexe

Soit C c E un ensemble. On dit que que C est strictement convexe si, pour tous x, y € C, pour tout

t€]0;1[, x+t(y—x) € C ou C désigne l'intérieur de C.

Proposition 21

Soit f: C — R une fonction (ou1 C c E est un ensemble convexe). Alors :

. [ eststrictement convexe si, et seulement si, epi(f) est strictement convexe.

. f eststrictement concave si, et seulement si, hyp(f) est strictement convexe.

Démonstration. La preuve découle directement du fait que la frontiere de I'épigraphe et de I'hypographe
est{(x,z)erR, f(x) =z}. O
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3. Cas des fonctions définies sur R

Proposition 22 — Lemme des trois cordes

SoitI c Run intervalle et f : I — R une fonction. f est convexe si, et seulement si, pour tous x, y, z €
avec X< y <z,

fW-f® _f@-f® _fE-fW

= =
y—x z—Xx z—y

Remarque. Il suffit méme que l'une des deux inégalités soit vérifiée pour que f soit convexe.

Démonstration. Les deux inégalités sont en fait équivalentes. Plus précisément, elles sont toutes les deux
équivalentes a I'inégalité suivante :

fn< —f(x) +—f(Z) (1

Z-)

. y—x
Par ailleurs, en posant t = ——
7—

,onal—t=

et tx+(1—1#)z =y.On en déduit ainsi que 'inégalité 1 est

X

vérifiée pour tous x < y < z si, et seulement si, pour tous x < z et £ € [0; 1],
fx+(1-Dz)<tf(x)+1-1f(2),

c’'est-a-dire si, et seulement si, f est convexe. O

On déduit alors les résultats suivants du lemme des trois cordes.

Corollaire 23

Soit f:I<R — R une fonction convexe. Alors f admet une dérivée a gauche et une dérivée a droite
en tout point intérieur a I. En particulier, f est continue en tout point intérieur a I.

Corollaire 24

. Soit f: 1< R — R dérivable sur I. Alors f est convexe si, et seulement si, f’ est croissante sur L.

. Soit f: 1< R — R deux fois dérivable sur 1. Alors f est convexe si, et seulement si, [ est
positive sur I.

Démonstration. Commencons par montrer le premier point. Si f est convexe, on montre que f’ est crois-
sante par simple passage a la limite dans le lemme des trois cordes. Réciproquement, supposons par 1'ab-
surde que f' est croissante mais que f n’est pas convexe. Il existerait donc x < y < z tels que

f-fx S f@&)-fx)

y—x z—X

En appliquant le théoreme des accroissement finis sur ] x, y[ et sur 1y, z[, il existeraitdonc u €]x, y[ et v €]y, z[

Fn- ic(x)etf’(v) f(Z) f()

tels que f'(u) = .Le fait que u < v mais que f'(u) > f'(v) est contradictoire

avec la croissance de f.
Le deuxiéme point est ensuite évident car f’ est croissante si, et seulement si, f” est positive. O

Avec le lemme des trois cordes, on peut également démontrer le théoréme suivant que 1'on établira par
ailleurs en toute dimension dans la partie suivante.

Proposition 25

Soit f:I <R — R dérivable sur I. Alors f est convexe si, et seulement si, pour tous x, y € C,

fM =@+ f@y-x.

Remarque. Il est possible d'énoncer le lemme des trois cordes pour une fonction strictement convexe en rem-
placant les inégalités larges par des inégalités strictes. On en déduit alors qu'une fonction dérivable sur un
intervallel c R est strictement convexe si, et seulement si, f' est strictement croissante. De plus, en utilisant le
fait gqu'une fonction définie sur un intervalle est strictement croissante si, et seulement si, sa dérivée est po-
sitive surl et strictement positive sur le complémentaire d’'un ensemble dont l'intérieur est vide, on en déduit
le résultat suivant.

17



FORMES QUADRATIQUES, DETERMINANTS ET CALCUL DIFFERENTIEL

Proposition 26

Soit f: I c R — R deux fois dérivable sur I. Alors f est strictement convexe si, et seulement si, il

existe ] c L avec ] = @, tel que pour tout x € I\ ], f”(x) > 0 et tel que pour tout x € J, f”(x) = 0.

Remarque. Pour chaque proposition de cette partie (propositions 22 a 26), il est possible d’énoncer des résul-
tats analogues pour des fonctions concaves. Il suffit pour cela de changer le sens des inégalités. Les preuves de
ces résultats se font simplement en appliquant a la fonction — f les résultats relatifs a la convexité.

4. Convexité et différentiabilité

Théoreme 27 — Condition d’ordre un

Soit U c E un ouvert et soit f : U — R une fonction différentiable. Soit C c U un ensemble convexe.
Alors fic est convexe si, et seulement si pour tous x,y € C:

f) = fxX)+dsf(y—x).

De plus, f est strictement convexe si, et seulement si, pour tous x,y € C telsque x # y :

f) > fx) +def(y—x).

Remarque. Ce théoréeme traduit le fait que le graphe d’une fonction convexe est situé en dessous de ses hy-
perplans tangents.

Démonstration. [BENZONI-GAVAGE, 2021]
Supposons que fic est convexe. Alors, par définition de la convexité de f, pour tous x, y € C et pour tout
tel0;1]:

t —_ —
fx+ty tx)) fx < f0) - fx).

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient : d, f(y — x) < f(y) — f(x), ce qui est 'inégalité annoncée.
Réciproquement, supposons que pour pour tous x, y € C f(y) = f(x) + d, f(y — x). Montrons qu’alors f est
convexe. On peut en fait écrire les deux inégalités suivantes pour x,ye Cet t € [0;1] :

FX) = flx+ t(y —x0) + dyse(y-x0 f (1 (y — X))

et
FW = flx+t(y—x) + dysr(y-0 F (A=) (y — 1)).

En prenant la combinaison convexe de ces deux inégalités, on obtient :
A-DfX)+tfy) = fx+t(y—x),

ce qui signifie précisément que f est convexe.
Supposons enfin que f est strictement convexe. Pour démontrer 1'inégalité stricte annoncée, on observe
que,pour0<r<A<l1:

t t
X+ t(y—x)—(I—X)x+x(x+)\(y—x)).

Ainsi, par stricte convexité,

t
_r _ _ _
fary-m-f U@ Ay -0) -/

t t
fEx+Ay—-2)-fx)
A

<fy-fx

On obtient ensuite le résultat en gardant A fixé et en faisant tendre ¢ vers 0.

La réciproque consistant a démontrer que I'inégalité stricte implique la stricte convexité se démontre de
la méme facon. I suffit ici de remplacer les inégalités larges de la preuve précédente par des inégalités
strictes. O
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Théoréme 28 — Condition d’ordre deux

Soit U c E un ouvert et soit f : U — R une fonction deux fois différentiable. Soit C < U un ensemble
convexe. Alors fic est convexe si, et seulement si pour tous x, y € C:

dif(y—x,y—x) =0.
De plus, si, pour tous x, y € C telsque x # y :

d)ch(y—x,y—x)>0,

alors f est strictement convexe.

Remarque.

. Attention, la réciproque de la derniere proposition est fausse : il se peut que f soit strictement convexe
et qu'il existe x # y tels que d2 f (y — x, y — x) = 0. Pour s'en convaincre, il suffit de considérer la fonction
x € R— x* dont la différentielle d’ordre deux est nulle en 0.

. Naturellement, on peut énoncer des résultats similaires pour caractériser les fonctions concaves en
changeant le sens des inégalités.

Démonstration. [BENZONI-GAVAGE, 2021]

Supposons que f est deux fois différentiable et convexe. Soit x € C fixé. Onpose g: y € C — f(y) —dx f ().
Comme g — f est une fonction linéaire, il est clair que g est convexe. De plus, d’apres le théoréme 27, x est
un minimum global de g|c. Cela implique nécessairement que dy g est identiquement nulle.

On pose alors @ : £ € [0;1] — g(x + t(y — x)). On a ®(0) = g(x), ®'(0) = 0 et ®"(0) = d2f(y — x,y — X). Avec
une formule de Taylor-Young al'ordre 2 :

(1)

2
®(0) + td'(0) + %@”(0) +o(1?)

2
glx)+ Edif(y—x,y—x) +o(t?)

En supposant par I'absurde que d2 f (y—x, y—x) < 0, il existerait € > 0 tel que pour tout 0 < ¢ < &, ®(f) < g(x).
Cela contredirait le fait que x est un minimum de gc.

Réciproquement, on suppose que pour tous x, y € C, d,%f(y -x,y—x)=0.

On consideére x, y € C fixés et on applique la formule des accroissements finis a la fonction

\P{ [0;11 — R
ot — faHt(y-x)+ A= Dderi-0 f(y—X)

Il existe fo €]0;1[ tel que W(1) — W (0) = P/ (#). Cela signifie que :

fO) - fx)—def(y—x)

(1= to)dy 1y f (Y =%,y = %)
1 2

ﬁdxﬂo(y_x)f(y— x+5H(y—-x),y-x+6H(y—-x)) =0
-

On en conclut que f est convexe en appliquant le théoréme 27.
La méme preuve dans le cas ou I'inégalité est stricte permet de montrer alors que f est strictement convexe.
O

On peut alors traduire le théoréme 32 a I'aide de la matrice Hessienne de f de la fagon suivante 3.

Proposition 29

Soit f : U — R définie sur un ouvert convexe U et supposée deux fois différentiable. Ainsi,

. f estconvexe si, et seulement si, pour tout x € U, sa matrice Hessienne, notée H f (x) est (semi-
définie) positive.

. S'’il existe un ensemble discret V c U (cela signifie que V ne contient pas de point d’accumula-
tion) tel que pour tout x € U\V, Hf(x) est définie positive et tel que pour tout x € V, Hf (x) est
(semi-définie) positive, alors f est strictement convexe.

3. La matrice Hessienne Hf(x) est définie comme la matrice de la forme bilinéaire d)zc f dansla base 2.
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Démonstration. Le deuxiéme point se prouve a l’aide de la proposition 26. En effet, pour montrer que f est
strictement convexe, il suffit de montrer que pour tous x, y € U avec x # y, lafonction g: t — f(x+t(y—x))
est strictement convexe sur [0, 1]. Or, pour tout ¢ € [0;1], g"(¢) = d§+t(y_x)f(y—x, y—x). Le fait que la matrice
Hessienne est définie positive sauf éventuellement sur un ensemble discret ou elle est seulement positive
a pour conséquence que g'(f) > 0 sauf éventuellement sur un ensemble d’intérieur vide (ol g'(¢) peut étre

nul). La proposition 26 permet donc de conclure que g est bien strictement convexe. O

Remarque. On sait, d'apres la premiere partie, que le caractere positif ou défini positif de la matrice Hes-
sienne de f (cette matrice est symétrique lorsque f est deux fois différentiable) est donné par le signe des
mineurs.

5. Convexité et extrema

Proposition 30

Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U c E et soit C c U un ensemble convexe.

. Si fic est convexe et admet un minimum local dans C, alors c’est un minimum global;

. Si fic est strictement convexe, alors elle admet au plus un minimum dans C et c’est un mini-
mum strict;

. Si f est différentiable, si fic est convexe et sil existe xg € C tel que dy, f (x — xo) = 0 pour tout
x € C, alors xp est un minimum de fic.

Remarque. Le dernier point est en fait la réciproque de la proposition 19 dans le cas ot la fonction est
convexe.

Démonstration. [BENZONI-GAVAGE, 2021]

. Supposons que f admette un minimum local en xj. Pour tout x € C, pour tout ¢ € [0; 1],
fxo+ t(x — x0)) — f(x0) < t(f(x) = f(x0)).

Le membre de gauche est positif pour ¢ suffisamment petit. On en déduit donc que f(x) — f(xp) =0
pour tout x € C, ce qui signifie exactement que f(xp) est un minimum global.
. La démonstration est identique au point 1 en remplacant I'inégalité large par une inégalité stricte.

. Le troisieme point découle immédiatement du théoreme 27.

6. Résultats équivalents pour la concavité

En appliquant les théorémes concernant la convexité a la fonction — f, on obtient les résultats suivants.

Théoréme 31 - Condition d’ordre un

Soit U c E un ouvert et soit f: U — R une fonction différentiable. Soit C c U un ensemble convexe.
Alors fic est concave si, et seulement si pour tous x, y € C:

FO)< f)+dxf(y—x.

De plus, f est strictement concave si, et seulement si, pour tous x, y€ Ctelsque x # y :

fO) <f)+dyif(y—2.
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Théoréme 32 - Condition d’ordre deux

Soit U c E un ouvert et soit f : U — R une fonction deux fois différentiable. Soit C < U un ensemble
convexe. Alors fic est concave si, et seulement si pour tous x, y € C:

dif(y—x,y—x) <0.
De plus, si, pour tous x, y € C telsque x # y :

d)ch(y—x,y—x) <0,
alors f est strictement concave.

Proposition 33

Soit f: U — R définie sur un ouvert convexe U c E et supposée deux fois différentiable. Ainsi,

. f estconcave si, et seulement si, pour tout x € U, sa matrice Hessienne, notée H f (x) est (semi-
définie) négative.

. S'’il existe un ensemble discret V < U tel que pour tout x € U\V, H f(x) est définie négative et
tel que pour tout x € V, Hf (x) est (semi-définie) négative, alors f est strictement concave.

Proposition 34

Soit f: U — R une fonction définie sur un ouvert U c E et soit C = U un ensemble convexe. Alors :
. Si fic est concave et admet un maximum local dans C, alors c’est un maximum global;

. Si fic est strictement concave, alors elle admet au plus un maximum dans C et ¢’est un maxi-
mum strict;

. Si f est différentiable, si fic est convexe et s'il existe xg € C tel que dy, f (x — xo) < 0 pour tout
x € C, alors xp est un maximum de fic.

7. Exemples
Exemple 2. Considérons la fonction f : R* — R définie par :
X1+X2

flx,x)=e"+e% +e

Un simple calcul permet de montrer que la matrice hessienne de f au point x € R? est :

_ ex1 +eX1+XQ ex1+x2
Hf(x) - ex1+xg exz + ex1+xg

Les mineurs principaux dominants deHf (x) sont :
[Hf 1| = e +e172 >0, [Hf(0)|=|Hf(x)|= e T2 4 eM112% 4 g2t 5

Par conséquent, d'aprés le critére de Sylvester, la mairice Hy est définie positive, ce qui prouve, d'apreés la
proposition 29 que f est strictement convexe. A fortiori, [ est également convexe.

Exemple 3. Considérons la fonction g : R*> — R définie par :
glx1, x2) = (1 +2x2 - 3)

La matrice Hessienne de g est donnée par :
2 4
2 —
VxeRe, Hg(x)—(4 8)
Pour tout x € R?, les mineurs principaux de Hg(x) sont :

|[Hg(x)1|=220, :|Hg(x)1|=820, :|Hg(x)1.|=|Hgx)|=2-8-4-4=0>0.
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Par conséquent, pour tout x € R?, Hg(x) est positive (d'aprés la proposition 3) et la fonction g est donc convexe
surR? (d'apres la proposition 29).

En revanche, la fonction g n'est pas strictement convexe. Pour le montrer, considérons les points x = (X1, X2) =
(3,00 ety=(y1,¥2) =(1,1). Ona g(x) = g(y) = 0. De plus, pour tout t € [0;1],

gx+t(y—x)=g@B-2¢1) =0,
ce qui prouve effectivement que g n'est pas strictement convexe.

Remarque. Attention, le fait que le déterminant de la matrice Hessienne soit nulle nest pas suffisant pour
prouver qu'une fonction n'est pas strictement convexe. C'est par exemple ce que montre l'exemple suivant.

Exemple 4. Considérons la fonction h:R?> — R définie par
h(x1, X2) = X} + X5.

La matrice Hessienne de h est donnée par

2
VxeR?, Hh(x):(lle 0)

2 .
0 12x2

Ainsi, la matrice Hessienne est positive pour tout (xy,X») € R? mais pour (x1,%2) € T = {(x1,x2) € R%; x =
0 ou x, = 0}, elle est seulement (semi-définie) positive. Comme l'ensemble T nest pas discret, on ne peut pas
en conclure, avec la proposition 30, que h est strictement convexe.

Pourtant, on va montrer que h est bien strictement convexe. Cela résulte du fait que la fonction x € R — x* est
strictement convexe d’apres la proposition 26.
Ainsi, en considérant x = (x1, x2) € R?, y=01,2) € R2ettel0;1, ona:

h(1-Dx+ty) = (A-Dx+e3) + (1= Dxo+ 1y5)* < Q=0 (& + x3) + £ (¥} + y8) = A= Dh(x) + thy).

Cela prouve bien que h est strictement convexe.

En fait, on voit a l'aide de cet exemple que la condition suffisante donnée par la proposition 30 n'est pas une
condition nécessaire. Ce qui est réellement important est plutot que, pour tout segment, lorsque la matrice
Hessienne n'est pas définie positive en certains points, le noyau de la Hessienne ne soit pas dans la méme di-
rection que le segment considéré. On pourra d'ailleurs relire la preuve du théoreme 32 et de la proposition 30
pour s’en convaincre.

Ici, dans l'exemple de la fonction h, on peut distinguer quatre cas :
. Sile segment [x, y] ne contient aucun point de l'ensembleT, alors pour tout z € [x, yl, la matrice Hh(z)
est définie positive.
. Si le segment [x, y] ne contient qu'un seul point de I'ensemble T, alors il n'existe qu'un seul point du
segment pour lequel la matrice Hessienne n'est pas définie positive.

. Sile segment [x, y] est inclus dans la droite d’équation x, = 0 (sa direction est Vect(e,)), alors pour tout
z € [x,y], lenoyau deHh(z) estVect(ey). On voit ainsi que dﬁh(ez, e)>0.

. De méme, si le segment [x, y] est inclus dans la droite d’équation x, = 0 (sa direction est Vect(ey)), alors
pour tout z € [x, y], le noyau de Hh(z) estVect(ey). On voit ainsi que dﬁh(el, e;) >0.

On donne enfin un exemple de fonction qui n'est pas convexe. Sachant que la proposition 29 donne une
CNS sur la matrice Hessienne pour qu'une fonction soit convexe, il est toujours possible de démontrer
qu'une fonction n’est pas convexe en déterminant le signe des mineurs.

Exemple 5. Considérons la fonctionl:U cR> — R définie sur U = R x (R}) par

I(x1,x2) = iy

X2
La matrice Hessienne de |l est donnée par :
1
0 -
_ X
VieU, HIW=| 1 53
]
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1
Ainsi, pour tout x € U, |[HI(x)| = - < 0. Cela implique que HI(x) n'est ni positive, ni négative et la fonction
X.

I nwest donc, ni convexe, ni concave sur U. On voit méme que pour tout convexe C c U, f est ni convexe, ni
concave sur C.

III. Quasi-convexité et quasi-concavité
1. Généralités

Définition 11 - Fonction quasi-convexe

Une fonction f: C — R, ou C est un ensemble convexe, est dite quasi-convexe si pour tous x, y € C,
pour tout £ € [0;1] :
ftx+ (1 -0y <max{f(x), f(y)}.

De plus, si I'inégalité ci-dessus est stricte pour tout ¢ €]0;1[, on dit que f est strictement quasi-
convexe.

Définition 12 — Fonction quasi-concave

Une fonction f: C — R, ou1 C est un ensemble convexe, est dite quasi-concave si —f est quasi-
convexe, c’est-a-dire si pour tous x, y € C, pour tout £ € [0;1] :

ftx+ (1 —-10y) =min{f(x), f(y)}.

De plus, si I'inégalité ci-dessus est stricte pour tout ¢ €]0;1[, on dit que f est strictement quasi-
concave.

On démontre sans difficulté les propositions suivantes :

Proposition 35

Soit f : C — R une fonction (o1 C c E est un ensemble convexe).
. Si f est (strictement) convexe, alors f est (strictement) quasi-convexe.

. Si f est (strictement) concave, alors f est (strictement) quasi-concave.

Proposition 36

Soit f: C — R une fonction (o1 C c E est un ensemble convexe). Alors :

. f est (strictement) quasi-convexe si, et seulement si, pour tout z € R, {x eC, f(x) < z} est
(strictement) convexe.

. [ est (strictement) quasi-concave si, et seulement si, pour tout z € R, {x €C, f(x) = z} est
(strictement) convexe.

Remarque. A ce stade, on peut noter une différence importante entre semi-continuité et convexité. En effet,
pour une fonction f : X — R définie sur un espace topologique X, I'épigraphe est fermé si, et seulement si,
pour tout z € R, les ensembles de niveaux {x € X, f(x) < z} sont fermés. Dans ce cas, on dit que la fonction f
est semi-continue inférieurement. A Uinverse, le fait que U'épigraphe soit convexe nest pas équivalent au fait
que les ensembles de niveaux soient convexes. Cela nécessite la distinction entre les notions de convexité et de
quasi-convexité.

Remarque. Il existe certaines situations dans lesquelles on est assuré de la quasi-convexité ou de la quasi-
concavité. On peut, entre autres, citer les cas suivants oit C ¢ R" désigne un ensemble convexe :

. Si f:C— R estconvexe (concave) et si g : R — R est croissante, alors go f est quasi-convexe (concave).

. Si f:C — R est convexe (concave) et si g : C — R est affine et strictement positive sur C, alors é est
quasi-convexe (quasi-concave).

Les démonstrations de ces résultats ne posent pas de difficulté particuliére.
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On énonce enfin une proposition permettant de mieux cerner la différence entre quasi-convexité et stricte
quasi-convexité.

Proposition 37

Soit f: C — R une fonction quasi-convexe (o1 C c E est un ensemble convexe). Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

. [ eststrictement quasi-convexe;

. f estnon constante sur tout segment non réduit a un point.

Remarque. Autrement dit, les fonctions quasi-convexes qui ne sont pas strictement quasi-convexes sont les
fonctions pour lesquelles une courbe de niveau contient un segment. Cela peut se produire lorsqu’une courbe
de niveau est localement une partie de droite ou lorsqu’'une courbe de niveau est d'intérieur non vide.

Démonstration.

. Si f est constante sur un segment non réduit a un point, il est clair que f ne sera pas strictement
quasi-convexe.

. Inversement,supposons que f n'est pas strictement quasi-convexe et montrons qu’il segment alors
un segment sur lequel f est constante.
Comme f n’est pas strictement quasi-convexe, il existe x,y € C avec x; # y;1 et xo €]x1, y11 tels que
f(x0) = max{f(x1), f(y1)}. Comme f est toutefois supposée quasi-convexe, on a nécessairement

f(x0) =max{f(x1), f(y1)}

On peut supposer de plus, sans perte de généralité, que f(x;) < f(y1).
On va montrer que pour tout x €]xg, 11, f(x) = f(y1)-
D’une part, comme f est quasi-convexe, on a, pour tout x €]xp, y1[, f(x) < f(y1).
D’autre part, si x €]xg, y1[, on a xo €] x1, x[.
Par quasi-convexité de f, on en déduit que f(y1) = f(xp) < f(x).
Au final, on a donc f(x) = f(y1) pour tout x €]xp, y1[ et f est bien constante sur un segment non
réduit a un point.
O

2. Cas des fonctions définies sur R

Proposition 38

Une fonction f: C c R — R (ou C est un intervalle) est quasi-convexe si, et seulement si, f est
monotone ol f est successivement décroissante puis croissante (dans le sens ot il existe xq € C tel
que f est décroissante sur | —oo; xg] N C et croissante sur [xg; +oco[NC).

Démonstration. Supposons que f soit quasi-convexe. On pose I = {x eCldyeC,y>xetf(y < f(x)} et

J=C\I= {x eClVyeC y>x=f(y) = f(x)}. Par définition, f est croissante sur J.

Montrons maintenant que f est également décroissante sur I. Par définition de I, si x1, x» € I avec x; < X, il
existe y € C tel que y > x; et tel que f(y) < f(x2). Or, f étant quasi-convexe, et sachant que x; € |x;; y[, on
a: f(x2) <max{f(y); f(x1). Comme f(y) < f(x2), cela implique que f(x,) < f(x1), achevant ainsi la preuve
du fait que f est décroissante sur I.

On montre enfin, par des arguments similaires, que I et ] sont convexes, et que, pourtout xeletyeJ, x < y.
En définitive :

. Sil= ¢, alors f est croissante sur C;

. Si] =@, alors f est décroissante sur C;

. Sil# @ et] # @, alors f est décroissante puis croissante.
Réciproquement, il est immédiat de vérifier que les fonctions monotones ainsi que les fonctions décrois-
santes puis croissantes sont bien quasi-convexes. O

Remarque.
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. On montre de la méme maniére que f : C c R — R est quasi-concave si, et seulement si, f est monotone
ou f est croissante puis décroissante.

. Les fonctions f : R — R a la fois quasi-convexes et quasi-concaves sont donc les fonctions monotones.

3. Quasi-convexité et différentiabilité

Théoreme 39 — Condition d’ordre un — Arrow - Enthoven

Soit U c E un ouvert et soit f : U — R une fonction différentiable. Soit C c U un ensemble convexe.
Alors fic est quasi-convexe si, et seulement si pour tous x,y € C:

fx) = f(y) = d.f(y—x) <0.

En supposant de plus que pour tout x € C, dx f n'est pas identiquement nulle, fc est strictement
quasi-convexe si, et seulement si pour tous x, ye Cavec x # y :

fX) = f(y)=d f(y—x) <0.

Démonstration. [AVRIEL et al., 1988, CAMBINI et MARTEIN, 2008]

. = Supposons que f est quasi-convexe. Soient x, y € C tels que f(x) = f(y). Pour tout  €]0; 1],
fx+t(y—x) < fx).

Par conséquent,

fx+t(y—x) - f(x) <
t

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que dy f(y — x) <O0.

Vit €0;1], 0.

. <= Réciproquement, supposons par ’absurde que I'implication suivante est vraie pour tous x, y € C:
fO=fy)=d:f(y-x)<0,

mais que f n’est pas quasi-convexe. Cela signifie, par définition, qu'il existe x, y € C et tp €]0; 1] tels
que f(x+ th(y — x)) > max{f(x); f(»)}. Quitte a permuter les roles de x et de y, on peut supposer
f(x) = f(y). On pose alors t; = sup{t €l0;50]; flx+ty—x) < f(x)}.

Par continuité de f,ona0< ; < ty. De plus, f(x+ t;(y — x)) = f(x) et pour tout t €]ty; o[, f(x+t(y—
x)) > f(x) = f(y). Cette derniere inégalité implique que, par hypothese, dy¢(y-x) f(y—(x+1(y—x)) <0
pour tout € [#1; fp]. Plus simplement, on a donc dy¢(y-x) f(y — X) < 0 pour tout £ € [#;; fo].
Autrement dit, la fonction g: £ € [0;1] — f(x + t(y — x)) est décroissante sur [f;; #]. En effet, g est
dérivable et pour tout ¢ € [7; L, g'(£) = dx+t(y-0(y—x)<0.

Au final, la décroissance de g est contradictoire avec le fait que g(#;) < g(t).

O

On s’intéresse maintenant aux conditions d’ordre deux pour la quasi-convexité. Rappelons que dans le cas
dela convexité, on a établi une CNS sur la différentielle d’ordre deux pour qu'une fonction soit convexe (voir
théoreme 32). Nous ne pourrons pas en faire de méme pour la quasi-convexité. Seul le cas ot1 le gradient de
la fonction est non nul en tout point permettra d’énoncer une CNS. Dans le cas général, on se contentera
de traiter les conditions nécessaires et les conditions suffisantes de maniére séparées. C’estI'objet des deux
lemmes qui suivent. Le premier (lemme de Arrow-Enthoven-Avriel) donne une condition nécessaire pour
qu’'une fonction soit quasi-convexe, quand le second (lemme de Crouzeix) énonce une condition suffisante.

Lemme 40 — Arrow - Enthoven - Avriel

Soit C c E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction quasi-convexe de classe 2. Alors pour
tout x € C, pour tout v€ E :
dyf(v) =0 = djch(v, v)=0.

Remarque. . On notera les spécificités des hypotheses du lemme 40 : il faut que le convexe considéré C
soit lui méme ouvert (et pas seulement inclus dans un ouvert sur lequel f est définie) et que f ne soit
pas seulement deux fois différentiable mais bien de classe 6> Il en sera de méme pour tous les résultats
relatifs aux conditions de quasi-convexité d’'ordre deux que nous énoncerons.
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. La condition «d,f(v) =0 = d2f(v,v) = 0» nest pas suffisante pour qu'une fonction soit quasi-
convexe (elle I'est uniquement si le gradient ne s'annule pas). On pourra, pour s'en convaincre, consi-
dérer le cas de la fonction f : x € R — —x*. Cette fonction n'est pas quasi-convexe mais elle vérifie bien
la condition mentionnée plus haut.

Démonstration. [AVRIEL et al., 1988, CAMBINI et MARTEIN, 2008]

On considere une fonction f de classe 62 et quasi-convexe sur un ouvert convexe C. Supposons par I'ab-
surde qu'il existe xg € C et v € E tels que dy, f(v) =0 et d)zc0 f(,v) <0. Lobjectif est de trouver x; et x; tels
que xp € [x1; X2] mais tels que f(xp) > max{f(x1), f(x2)}.

Par continuité de d?f, il existe ) > 0 tel que pour tout x € B(xp, 1), d2 f (v, v) <0.

On considere ty tel que 0 < fprl|v| <.

Ecrivons maintenant une formule de Taylor Lagrange a I'ordre 2 appliquée a la fonction g : t — f(xo + tv)
entre 0 et £ : il existe #; €]0; fp[ tel que

t2
Flxo+ 1ov) = f(x0) + tod, f(0) + 5y (0, 0).

Comme dy, f(v) =0etque dy 4+, f (v, V) <0, on en déduit que f(xo + fHv) < f(xp).
On montre de la méme maniére que f(xp — fov) < f(xp). Par conséquent, en posant x; = xo — fHv € C et
+ X2

X1
X =Xxo+thrveC,onaxy=
de la fonction f. O

Lemme 41 - Crouzeix

Soit C c E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction de classe ¢2. On suppose de plus que f
vérifie les deux assertions suivantes :

mais f(xp) > max{f(x1), f(x2)}. Cela contredit le caractere quasi-convexe

. H1: pour tout x € C, pourtout ve E : dxf(v)=0:d§f(v,v)>0
. H2: pour tout x € C tel que d, f =0, pour tout v € E, djch(v,v)>0.

Alors f est quasi-convexe.

Remarque. Comme nous l'avions indiqué précédemment, 'hypothése Hy nest pas suffisante pour qu'une
fonction soit quasi-convexe. C'est d'ailleurs pour cela que l'on a ajouté U'hypothese H2 dans le lemme de Crou-
zeix ci-dessus. L'ensemble des hypothéses H1 et H2 ne sont en revanche pas nécessaires pour qu'une fonction
soit quasi-convexe. Il suffit, pour s'en convaincre, de considérer une fonction constante : elle est naturellement
quasi-convexe mais ne vérifie pas I'hypothese H2.

Démonstration. [AVRIEL et al., 1988, CAMBINI et MARTEIN, 2008, CROUZEIX, 1980]

Supposons que f vérifie les hypotheéses dulemme. On suppose de plus, par I'absurde, que f n’est pas quasi-
convexe. Cela signifie qu'il existe x;, y; € C tel que M := max{f (x; + t(y1 —x1)); t € [0; 1]} > max{f (x1), f (y1)}.
On considere fy = max{z € [0;1]; f(x; + £(y1 — x1)) = M} le plus grand ¢ pour lequel le maximum est atteint,
et on note xy = x + fo(y1 — x1). Par définition de £y, on a ainsi :

Vig<ts<sl, f(x+t(y1—x1)<f(xo)=M.

n
Dans la suite, on notera V f(x) = Z dy f(e;)e; le gradient de f au point x exprimé dans la base (ey, ..., e,).
i=1
Aussi, par définition de xo, la dérivée de la fonction t — f(xo + £(y1 — x1)) s'annule en 0, ce qui se traduit
également par le fait que (31 — x1)V f(x0) = 0.
On distingue alors deux cas :

. Si Vf(xp) =0, on considere la fonction @ définie sur un voisinage I de 0 (dans R) par
(1) = f(x0 + (1 — ).
Ona ®'(0) =0 et ®"(0) = d3, f(y1 — x1) > 0 par hypothese.

Ainsi, avec un développement de Taylor-Young appliqué a la fonction ® en 0, il existe € définie sur I,
telle que limy,_e(h) =0 et telle que

2
Viel, @) =d0)+ %@”(0) + 2e(1).

On en déduit qu’il existe n > 0 tel que pour tout 0 < ¢ < 1, ®(¢) > ®(0). Autrement dit, pour tout
0<t<m, f(xo+ t(y1—x1)) > f(x0), ce qui est absurde par définition de xp.
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. SiVf(xp) #0, on considere la fonction W définie sur un voisinage de 0 (dans R?) par

W(a,P) = f(xo +a(yr—x1)+ vi(xo)).

oY
Comme E(O;O) =< f(x0), Vf(x9) >=IVf(xp)ll >0, on peut appliquer le théoreme des fonction im-

plicites : il existe une fonction g : 1 ¢ R — R de classe €2 (car ¥ est évidemment de classe 6?) définie
sur un voisinage de 0 telle que g(0) =0 et telle que :

Y(a,f) =M <= p = g(a).
Ainsi, pour tout a €1,
Flix0+ = x1) + @V £ (x0)) = Flx0). @

Lobjectif est maintenant de montrer que, quitte a restreindre 'intervalle I, pour tout a € I, g(a) < 0.
Pour cela, on va prouver que g est concave (localement, autour de 0) et que g’(0) = 0. L'inégalité ré-
sultera alors du fait que g(0) = 0. Une fois cela établi, la derniere étape de la démonstration consistera
ensuite a écrire un développement de Taylor, appliqué a la fonction V.

En dérivant (2) (par rapport a a), on obtient :

'V F (0 + aly = x01) + GOV F(x0)) (01 = x1) + 8 @)V f(x0)) =0, 3)

Pour a = 0, on a, plus particulierement : 'V f (xo) (y1 — x1) + g'(0) |V f (x0) > = 0. Comme *V f (x0) (y1 —
x1) =0etque ||V f(xg) I2 >0, on en déduit que g'(0) =0.
De plus, en dérivant de nouveau I'égalité (3.),ona:

‘(' @V o) + (1 — 1))y £(& @V £ (x0) + (1 = x1)) + 8" (00" f(2(00) =0 @

ol z(a) = xg+a(yy —x1) + gV f(xg). Or, on sait d’apres que g’ (@) V f (xg) + (y1—x1) € Ker(d;(q f). Cela
implique, par hypothese, que

‘(8 ©@V £ 0x0) + (1 = x0) 2, £8 @V (o) + (11 = x1)) > 0
etil en résulte donc 'inégalité suivante :
g"(@'Vf(z(a) <0.

Comme ||V f(xp) I2 > 0, on sait, par continuité du gradient, que ||V f(z(c)) I > 0 sur un voisinage de 0.
Autrement dit, quitte a restreindre I, g’ («) < 0 pour tout a € 1. Cela signifie que g est concave sur I et
on en déduit, comme annoncé, que g(a) <0 pour tout a € I.

On remarque par ailleurs que, pour tout a € IN]0; +oo[, g(a) < 0. En effet, si 'on avait g(a) = 0 pour
a € In]0; +o0l, cela contredirait la définition de ¢ et le fait que

Vip<t<l, flx+t(yi—x1)<flx)=M.
Finalement, en écrivant un développement de Taylor appliqué a la fonction ¥ :
Yael, f(xg) = f(xo+alyr —x1)+g@Vf(x) = f(xo+a(y1—x1))+8@) V£ (xo+a(y1—x1))V f (x0)+0(g ().

Pour « > 0 suffisamment petit, on a vu que g(a) < 0. De plus, 'V f (xo+a(y; —x1))V f (xo) par continuité
du gradient. Il en résulte donc que, pour a > 0, suffisamment petit, f(xp)) < f(xo + a(y1 — x1)). Cela
est absurde par définition de xj (et de f).

O

Comme conséquence du lemme de Arrow-Enthoven-Avriel et du lemme de Crouzeix, on obtient la CNS
suivante de quasi-convexité lorsque le gradient de la fonction ne s’annule pas.

Corollaire 42 — Condition d’ordre deux

Soit C < E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction de classe €. On suppose de plus que
pour tout x € C, dy f n'est pas identiquement nulle. Alors f est quasi-convexe si, et seulement si,
pour tout x € C, pour tout ve E :

dyf(v) =0 = d2f(v,v) > 0.
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Démonstration. Le corollaire 42 est une conséquence immédiate des deuxlemmes qui précédents (lemmes
40 et41). O

Remarque. Une autre facon de formuler le corollaire 42 est que, sous les hypotheses dudit théoreme, f est
quasi-convexe si, et seulement si, pour tout x € C, la forme quadratique v — dzf(v, v) restreinte aker(dy f)
est positive. On peut donc appliquer le critere donné par la proposition 14 pour déterminer si une fonction
est quasi-convexe.

On donne enfin une condition suffisante, résultant du lemme de Crouzeix et permettant de montrer qu'une
fonction est strictement quasi-convexe.

Corollaire 43

Soit C c E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction de classe €. Si pour tout x € C, pour
tout v e E\ {0} :
dyf(1) =0 = df(v,v) >0,

alors f est strictement quasi-convexe.

Remarque. Lhypothese «pour tout x € C, pour tout v € E\{0} : d, f(v) =0 = d2f (v, v) > 0 » implique en fait
la seconde hypothese du lemme de Crouzeix : « pour tout x € C tel que dy f =0, pour tout v € E, d)ch(v, V) >0».

Démonstration. [AVRIEL et al., 1988]

Il est clair, d’apres le lemme de Crouzeix (lemme 41) que f est quasi-convexe. Supposons par 1'absurde
qu’elle n’est pas strictement quasi-convexe. D’aprés la proposition 37, il existe un intervalle non trivial sur
lequel f est constante.

On écrit alors un développement de Taylor en n'importe quel point x, intérieur a cet intervalle :

t2
FO+ tlyr=x)) = f(02) + tdy, (1= 20) + - di, f (1 = %1, 71 = x1) + 0(¢)

La contradiction vient du fait que dy, f(y1 — x1) = 0 (car la fonction ¢ — f(x2 + £(y1 — x1)) est constante au
voisinage de 0) et donc que d)%z f(y1—x1,y1 — x1) > 0 par hypothése. Cela est absurde car on aurait alors, au
voisinage de 0, f(x2 + t(y1 — x1)) > f(x2). O

Corollaire 44

Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n = 2. Soit C c E un ouvert convexe et soit f : C — R

IV ()1, k

Hf (0 <0.

une fonction de classe ¢2. On suppose que pour tout x € C, pour tout 2 < k < n,

Alors f est strictement quasi-convexe sur C.

Démonstration. [AVRIEL et al., 1988]
Sil’on veut appliquer le corollaire 43, il est nécessaire de prouver que, pour tout x € C, la forme quadratique

d? f, restreinte a Kerd, f =~ Ker(‘V f(x)) est définie positive.
t
La condition [H f(x)x v/ ' <0 (pour 2 < k < n) implique que pour tout x € C, V f(x) # 0. Quitte a permuter

les coordonnées, on peut d’ailleurs toujours supposer que 9; f(x) # 0 (voir exemple 1, page 10). On en
déduit alors le résultat par application du critere de Hotelling-Mann (Théoréme 9) et du corollaire 43. O

4. Résultats équivalents pour la quasi-concavité

Théoréme 45

Soit U c E un ouvert et soit f : U — R une fonction différentiable. Soit C c U un ensemble convexe.
Alors fic est quasi-concave si, et seulement si pour tous x, y € C:

f=fy)=dif(y—x)=0.

En supposant de plus que pour tout x € C, d f n'est pas identiquement nulle, fc est strictement
quasi-concave si, et seulement si pour tous x,ye Cavec x # y :

fX) = f(y)=d f(y—x) >0.
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Lemme 46 — Arrow - Enthoven - Avriel

Soit C < E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction quasi-concave de classe €2. Alors pour
tout x € C, pour tout ve E:
dyf(v) =0 = d2f(v,v) <O.

Lemme 47 — Crouzeix

Soit C < E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction quasi-convexe de classe €2.0n suppose
de plus que f vérifie les deux assertions suivantes :

. pour tout x € C, pour tout ve E : dxf(v)=0:d§f(v,v)s0
. pour tout x € C tel que dy f =0, pour tout v € E, d2 f (v, v) < 0.

Alors f est quasi-concave.

Corollaire 48

Soit C c E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction de classe 62. On suppose de plus que
pour tout x € C, d, f n'est pas identiquement nulle. Alors f est quasi-concave si, et seulement si,
pour tout x € C, pour tout ve E :

dyf(v) =0 = d>f(v,v) <0.

Corollaire 49

Soit C c E un ouvert convexe et soit f : C — R une fonction de classe 62. On suppose de plus que
pour tout x € C, dy f n’est pas identiquement nulle. Si pour tout x € C, pour tout v € E\ {0} :

dyf(1) =0 = d2f(v,v) <0,

alors f est strictement quasi-concave.

Corollaire 50

Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n = 2. Soit C < E un ouvert convexe et soit
f : C — R une fonction de classe €2. On suppose que pour tout x € C, pour tout 2 < k < n,

Dr [FFGay

> 0. Alors f est strictement quasi-concave sur C.

5. Exemples

Pour chacun des exemples suivants, on présentera les calculs de la matrice Hessienne bordée (que 'on no-
tera plus simplement H afin de déterminer si les fonctions données sont quasi-convexe (quasi-concave)
ou non. On donnera par ailleurs, lorsque cela est possible, d’autres arguments permettant d’assurer cette
quasi-convexité (quasi-concavité). On verra que ces arguments sont en général plus simples et moins cal-
culatoires.

Exemple 6. On consideére la fonction f définie sur R? par
fGx, x2) =In(1 + xF + x3).

Un simple calcul montre que le gradient et la matrice Hessienne de f sont :

2x1
r 1 (2r—4x%* -4xx
2 - _ 1 1X2
VxeR, Vfx) = 2%, et Hf(x)= 7 | —4x, 1 2r—4x§ ,

r

oltl'on a posér =1+ x2 + x3. Par conséquent, pour tout x € R?,

4(1-x2 - x3)

= 0

29



FORMES QUADRATIQUES, DETERMINANTS ET CALCUL DIFFERENTIEL

On voit donc que |Hf(x)| peut étre négatif (si xf + x% > 1) et la matrice Hessienne n'est donc ni positive, ni
négative pour de tels x € R>. On en déduit que la fonction f nest ni convexe, ni concave surR?.

Le lemme Crouzeix va néanmoins permettre de montrer que [ est (strictement) quasi-concave. En effet, la
matrice Hessienne bordée est :

e 0 2rx; 21 Xo
VxeR?, Hf(x)=—[2rx 2r-4x —4xx
2rx; —Axixp 2r—4x

Le calcul du déterminant permet d’obtenir, pour tout x € R2,
oF _ 8 5.
Hf(x)| = —ﬁ(x1 + x3).

Ainsi, pour tout x # (0,0), onaV f(x) #0 et |H_f(x)) <0.

2
De plus, si x = (0,0), la matrice Hessienne est Hf (0,0) = (0 g) qui est bien définie positive. Les deux condi-

tions du lemme de Crouzeix (lemme 41) sont ainsi vérifiées et on peut donc conclure que f est quasi-convexe.
Sachant que l'on a méme \H fx) | <0 pour tout x # (0,0), le corollaire 43 permet de conclure que f est stricte-
ment quasi-convexe.

Finalement, notons que cette propriété de quasi-convexité était en fait plus facile a justifier en remarquant
que la fonction (x1, X2) — xf + xg est convexe et que la fonction In est croissante. 1l s'agit alors d’'une simple
application de la remarque 1..

Exemple 7. Soit g la fonction définie par
8(x1,x2) = x1x2,

que l'on considérera alternativement définie sur U = R? etV = (R})2.
La matrice Hessienne de g est donnée par :

2 (0 1
VxeR?, Hg(x)—(1 0).

Comme Hg(x) n'est ni négative, ni positive, la fonction g n'est ni convexe, ni concave, ni sur U, ni surV. On
va de plus montrer qu'elle est strictement quasi-concave sur V bien qu'elle ne soit pas quasi-concave sur U.
En effet, la matrice Hessienne bordée est :

. 0 X2 X1
VxeR?, Hgx)=|xy 0 1
X2 1 0

Ainsi, pour toutx €V, ’H_g(x) ) = x% + x% > 0. Le corollaire du lemme de Crouzeix (corollaire 50) permet donc
de conclure que g est strictement quasi-concave surV = (R})?.

1l est en revanche impossible d'appliquer le lemme de Crouzeix surU. En effet, pour x = (0,0), onaVg(x) =0.

. . . 0 1 . r e R
Or, la matrice Hessienne en ce point est Hg(0,0) = ( O) qui n'est pas définie négative. Les hypothéses du

1
lemme de Crouzeix ne sont donc pas vérifiées. La fonction g n'est d'ailleurs pas quasi-concave sur U = R?. II
suffit pour cela de considérer les points x = (=1,-1) et y = (1,1). Le point (0,0) appartient au segment [xy]
mais g(0,0) =0 > min{g(x), g())}.

Remarquons que l'on pouvait par ailleurs obtenir la stricte quasi-concavité de g surV a partir des ensembles
de niveau (voir proposition 36). En effet, pour tout z € R, pour tout (x1,x) €V,

gx,x)=z2z <= xx=2z
z

— Xp=—
X1

z . . z
et l'ensemble {(xl,xz) eV, xp = —} est un ensemble strictement convexe car la fonction x €]0; +oo[— — est
X1 X
strictement convexe.

30



FORMES QUADRATIQUES, DETERMINANTS ET CALCUL DIFFERENTIEL

Exemple 8. On considere la fonction h définie sur R? par :

1 2
—((x§+x§)?—1)
e

1

h(x1,x2) =

. 1
si (2 +x5)2=1

sinon

Il est classique de vérifier que la fonction h est €™ surR?. On va de plus montrer que h est quasi-concave sur

R2.

La fonction h étant constante sur le disque®* D(0,1), il est clair qu'il est impossible d'utiliser le lemme de
Crouzeix pour assurer la quasi-concavité de h. On va plutét raisonner a partir des ensembles de niveau en

distinguant plusieurs cas.

. Pourtoutz <0, ona{(xl,xg) €R?; h(x1,x)= z} =[R?

. Pourtoutz>1, ona{(xl,xg) €R?; h(x1,x)= z} =@

. Pourtout0 < z <1, pour tout (x1, x2) € R2\D(0,1) :

N 2
—((x1+x2)2 —1)
e

h(x1,x) =2z =z

!

- (e + —1)2 >In(2)
((x% + x%)% - 1)2 < ln(%)

11172
(xf +x§)% -1< (ln(—))
z

)

|

1
(xf+x§)? <1+ (ln

car pour tout (x1,x2) € R\D(0,1), (xf + x%)% -1=20

Par ailleurs, pour tout (x1, x2) € D(0,1), pour tout0 < z< 1, on a h(x;,x2) = 1 = z. On en déduit donc

que pourtout 0<z<l1,

{(xl,xz) €R?; h(xi,x) = Z} =D

ol

Dans tous les cas, les ensembles de niveaux sont donc convexes et on peut ainsi conclure que h est quasi-
concave. Comme h est constante surD(0, 1), il est en revanche clair qu’elle n'est pas strictement quasi-concave.

Exemple 9. On consideére la fonction1:U cR> — R définie sur U =R x (R}) par

X1
I(x1,x2) = —.
X2

On a déja montré, dans l'exemple 5, que cette fonction n'est ni concave, ni convexe. On va toutefois montrer

qu'elle est quasi-concave et quasi-convexe.

La matrice Hessienne bordée est :

VxeU, Hlx) =

1 _x
X2 xlg
0o -4
X
_1 X1
7
X5 X2

Un simple calcul permet d’obtenir : ‘m(x)) =0 pour toutx € U.

Comme 011(x) # 0 pour tout x € U, on en déduit, d'apres le critere de Hotelling généralisé (proposition 14),
que la forme quadratique v — d21(v, v) restreinte a Ker(dy1) est positive. Par suite, d'apres le lemme de Crou-
zeix pour la quasi-convexité ainsi que celui pour la quasi-concavité (lemmes 41 et 47), la fonction [ est donc

a la fois quasi-convexe et quasi-concave.

4. Dans toute la suite, on notera D(0, 1) le disque ouvert de R? de centre x et de rayon r et D(x, r) son adhérence.
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La fonciton | n'est toutefois ni strictement quasi-convexe, ni strictement quasi-concave. Par exemple, pour
x=(0,1) ety=1(0,2) onapourtout t € [0 ;1],

fx+1-10y)=0=max{f(x), f()}=min{f(x), f ()}
Les propriétés de quasi-convexité et de quasi-concavité de la fonction | peuvent se retrouver facilement en

s . 1
considérant les ensembles de niveaux ou encore en remarquant que | = o avec I : (x1,x2) — xy ety :

2
(x1,X2) — Xx2. Le résultat découle alors du fait que I, est convexe (et concave) et que l» est affine et stricte-
ment positive sur U (voir remarque 1.).

On termine enfin cette partie en donnant un exemple d'une fonction convexe (donc, a fortiori quasi-
convexe), mais non strictement quasi-convexe.

Exemple 10. On considere la fonction w définie sur R* par
w(xy, X2) = X1 + Xo.
La matrice Hessienne de w est en tout point deR?. Cette matrice étant positive, la fonction w est donc convexe

surR? (elle est de plus concave).

En revanche, w n'est pas strictement quasi-convexe. Pour le justifier, il suffit de remarquer que, pour x = (2,2),
y=04,0 etz="Y=(3,1),ona f(z) = 4=max{f(x), f()}.

6. Synthese des exemples

On a représenté sur le dessin ci-dessous les ensembles des fonctions strictement convexes, convexes, efc.
en respectant le relations d’inclusion et en indiquant différents exemples. Les exemples que nous n’avons
pas traités précédemment ne posent pas de difficulté particuliére.

Hachuré : Strictement quasi-convexe

ik
(x1,%2) € R)? — VBT
(x1,%2) €R? — x; + x5 (ex. 10)
(X1, X2) ER2 — x‘f + x‘z1 (ex. 4)
2

. 2
Strictement convexe (%1, x2) €R® — x5

(x1,x2) €ERZ— X2+ xp

1 1
+42 2,227,
) EARTY = = xS

Convexe

(x1,%2) €RZ = In(1 + %2 +x3) (ex.6) L\
7((x%+x§)? 71)
(x1,x2) —{ ~€

(x1,%2) € (RY)? — x1x2 (ex.7) -1 sinon

X
(x1,%2) ERxRF — =2 (ex. 9)
X2

Quasi-convexe

. 1
si (xf+x§)2 21 (ex. 8)
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IV. Extrema sous contraintes

Dans toute cette partie, E désigne un R espace vectoriel de dimension n = 2.

1. Multiplicateurs de Lagrange

Définition 13

Soit U c E un ouvert, soit f : U — Rune fonction de classe 6" et, pour 1 < i < m, soit g; : U — R des

fonctions de classe €. On note C = {x €U, gi(x)=0,Vl<is< m} On dit que f admet un minimum

(resp. maximum) en x* € C sous les contraintes g;(x) = 0 (pour 1 < i < m) si la restriction de f a C
admet un minimum (resp. maximum) en x*.

Théoréeme 51 - Multiplicateurs de Lagrange

Soit U c E un ouvert, soit f : U — R une fonction de classe €1 et, pourl<i<m,soitg;:U —R
des fonctions de classe €. Si f admet un extremum local en x* sous les contraintes g;(x) = 0 (pour
1 < i< m) etsiles formes linéaires dy+ g1,...,dx* gm sont linéairement indépendantes, alors il existe
(A))1<i<m (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que :

m
de f+Y Nidye gi =0.
i=1

Remarque. On propose trois démonstrations. La premiere traite seulement du cas de la dimension 2 (avec
une seule contrainte). Cette preuve est moins technique que les deux autres, tout en étant assez instructive.
La seconde généralise le résultat en développant les mémes idées en dimension n quelconque. On présentera
enfin une derniere démonstration qui aura principalement deux intéréts. Elle sera notamment valable dans
le cas des espaces de dimension infinie et elle permettra par ailleurs de démontrer le théoréeme 2. Lidée prin-
cipale de cette troisieme preuve est de ne pas travailler dans la base canonique comme nous l'avons fait dans
la deuxieme preuve mais plutét dans la base (V g;(x*)) qui est naturellement mieux adaptée au probleme que
nous considérons.

Démonstration. (Preuve 1 du théoréeme 51) On consideére le cas n =2 et m = 1. On notera dans la suite de la
démonstration x* = (x], x3).
Comme Vg(x*) # 0, on peut supposer (quitte & permuter x; et xp) que 02g(x*) # 0. D’apres le théoreme des
fonctions implicites, il existe un ouvert W c U c R2, un intervalle ouvert V c R et une fonction @:V—R
telle que

(x1,x%2) €W et g(x1,x2) =0 < x1 €V et x2 =@(x]).

On sait que 'on a de plus, pour tout x; €'V,

018(x1,9(x1))

. 5
028(x1,9(x1)) ©)

@' (x1)=—
On considere ensuite la fonction ¥ : x; € V— f(x1,¢(x1)) € R. Alors ¥ admet un extremum local en x;.
Cela découle directement du fait que f admet un extremum local sous la contrainte g; (x) = 0.
On a donc, nécessairement, ¥’ (xi‘ )=0.
En calculant la dérivée de W et en utilisant I’expression (5), on en déduit que

* * alg(x*) _
01 f(x") =02 f(x )azg(x* =
Cela implique que V f(x*) = AVg; (x*) avec A = O2f(x ). -
028(x*)

Démonstration. (Preuve 2 du théoréme 51) On fait I'identification E =~ R”.
Le cas m > n estimpossible car la famille dy, g1,.. .,dx, §m serait nécessairement liée. De plus, si m = n, cette
méme famille est alors nécessairement une base de 1’espace des formes linéaires sur E et le résultat est alors
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évident. On peut donc supposer que m < n.
Onpose G='(g1,...,&mn) : U — R™, La matrice Jacobienne de G est alors

0181(x) - -+ Ongx)
VxeU, VG(x) = : :

On sait, par hypothese, que VG(x*) est de rang m. On peut donc en extraire une sous matrice inversible de
taille m x m. Quitte a effectuer une permutation des variables, on peut supposer, sans perte de généralité,

que (6 jgi (x*)) est inversible.

n-m+1<i,j<n
D’apres le théoréme des fonctions implicites appliqué a la fonction G (qui est de classe €' et qui vérifie
bien les hypothéses du théoreme des fonctions implicites), il existe un voisinage ouvert de V.c R*~"" de
(x],...,X;_p,) et un voisinage ouvert W c R" de (x;,..., xy;) et une fonction ¢ : V— R"™ tels que, pour tout
(x1,...,xp) €U :

(xlr---,xn) eEW et G(xly---rxn) :ORm — (xl,---;xnfm)ev et (xn—erl;---;xn) =(P(x1;~--rxn7m)-

On pose, pour tout (x,...,Xp—m) €V,

W(xly---rxn—m) :f((x])--'rxﬂ—m)r(-p(xly-uyxn—m))~

Ainsi, ¥ admet un extremum local en (xj,...,x;_,,) (car f admet un extremum local en (x7,..., x;;) sous
les contraintes g;(xi,...,X;) = 0). Par conséquent, d’aprés la proposition 18, on a V‘P(xi‘,...,x,’;_m) =0.En
utilisant la formule de dérivation de la composée et en notant ¢ = (¢,...,®;), cela signifie exactement
que, pourtoutl<is<sn-m:

m
0i f (X1, X))+ Y O j F(XT 5o, X)O (XS, X ) = 0. (6)

j=1

De plus, pour tout 1 < k < m, la fonction (x1,..., X—m) — gk((xl, . ..,xn_m),(p(xl,...,xn_m)) est identique-
ment nulle au voisinage de (x7,...,x;_,,). Son gradient en (x7,...,x,_,,) est a fortiori nul et par un calcul
similaire au précédent, on a:pourtoutl < k< m,pourtoutlsi<n-m:

m
0i8k(X] s X))+ D 0j9(X] sy X )t j 8k (X] ..., X)) = 0. @)
=1

On considére maintenant la matrice suivante de taille (m+1) x n :

algl(x*) angl(x*)
algm(x*) angm(x*)

D’apres les relations (6) et (7), les n — m premieres colonnes de M s’expriment linéairement en fonction des
m dernieres. Par conséquent, rg(M) < m et donc rg(*M) < m.

Comme la famille (Vg; (x*))1<i<m est libre, c’est donc que V f(x*) € Vec t{Vgi (x*)} ., cequiconclutla
m

I<i<
démonstration. O

Démonstration. (Preuve 3 du théoreme 51) [BENZONI-GAVAGE, 2021]
On considére des fonction f, g1, ..., g Vérifiant les hypotheéses du théoréeme. En faisant I'identification E =

R", on note K = Vect{Vgi(x”‘)}1 _ etH=K'.OnaE=H®eK=H xK. On définit alors
<Iism

HxK — R
gi(x*+h+k)
S e — :

gm(x* +h+k)
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La différentielle partielle de G par rapport a la seconde variable en (0,0) est donnée par :

<Vgi(x*), 1>
VieK,  da0G()= :
< ng(x*)) l >

Ainsi, do,0,0)G est une application linéaire de K dans R™ et en prenant (Vgi (x*))1 ~ comme base de K
<ism

et la base canonique de R™, la matrice de cette application linéaire est M = (< Vgi(x*), Vg (x*) >)1si,jsm'
Cette matrice M est en fait la matrice du produit scalaire canonique de R”* exprimé dans la base (V gi (x*)) L<i<m’
M est donc congruente a I'identité et elle est par conséquent inversible. Finalement, cela signifie que dzy((),())\ G
est un isomorphisme et on peut ainsi appliquer le théoreme des fonctions implicites a la fonction G (qui
est de classe €' comme composée de fonctions de classe €!).
Il existe donc V < H un voisinage ouvert de 0 et W < H x K un voisinage ouvert de (0,0) et une fonction
@:V— Ktels que

(h,k)eW et G(h,k)=0 < heV et k=q¢(h).

Ainsi, comme f admet un extremum local en x* sous les contraintes g;(x) =0, ..., gn(x) = 0, la fonction
Y:heV— f(x*+h+@(h) admet un extremum local en 0. On a donc nécessairement dy'¥ = 0. On en
déduit alors, en différentiant la fonction ¥ que

dy~ f(h+dygp(h)) pourtoutheH. €))

De plus, par construction de ¢, dy@ est identiquement nulle sur H (ce qui est équivalent a dire que V(0) =
0). En effet, comme ¢ est a valeurs dans K = Vect{Vgl- (x*)}l<‘ , il suffit de montrer que pour tout i € H,
m

SIS

< V(0),Vgi(x*) >= 0 pour tout 1 < i < m. Ceci s’'obtient en fait en différentiant la fonction h — g; (x* +
h + @(h)) qui est identiquement nulle sur V et en remarquant que pour tout # € H, pour tout 1 < i < m,
< Vgi(x*),h>=0 (cela résulte immédiatement de la définition de H).

Au final, en utilisant la relation 8, on obtient que dy f est identiquement nulle sur H. Autrement dit, <
Vf(x*), h>=0pour tout & et on en conclut donc que V f (x*) € H' = K, ce qui conclut la démonstration. [

Proposition 52 - Condition suffisante de minimum sous contraintes

Soit U c E un ouvert, soit f : U — R une fonction de classe € et, pour 1 < i < m, soit g; : U —
R des fonctions de classe 62 et soit x* € U tel que pour tout 1 < i < m, g;(x*) = 0. On suppose
que les formes linéaires d,+ g1,. . .,dy* g, sont linéairement indépendantes et qu'il existe par ailleurs
(/\;)Kism tels que

nm
e f+) Ndygi =0
i=1
et tels que la forme quadratique
nm
dy f+Y Aidigi
=
. .o 1
est définie positive sur le sous espace H = (Vect{dx* gi}l . ) .
SIsm
Alors f admet un minimum local en x* sous les contraintes g;(x) =0 (pour 1 < i < m).

Démonstration. [BENZONI-GAVAGE, 2021]
On reprend les notations de la preuve 3 du théoréme 51 et on rappelle que 'on note C = {x eU, gi(x) =

0,Vli<is< m} On note de plus
Z=Cnx*"+W)={x"+h+k, (hk)eW, G(h,k) =0t ={x* + h+¢(h), he V}.

L'objectif est de montrer que, quitte a restreindre W, on a f(x) = f(x*) pour tout x € Z. Cela est d’ailleurs
équivalent de montrer que, quitte a restreindre V, on a, pour tout 2 €V, f(x* + h+@(h)) = f(x*).
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m

En appliquant le théoréme de Taylor Young a la fonction f+ Z \j gi en x* (olles A} sontles multiplicateurs
i=1

de Lagrange donnés par le théoréme 51), on obtient :

mn 1
Fe+ D+ 3 A gD = f) + AL D+ o 1%
i=1

ouA=d2 f+ f Aidiogi.
En prenant [ =i7zl+ @(h),ona:
fx*+h+oh)=fx*)+ %A(h +@(h), h+@h)+ o(||h + (p(h)llz).
Plus précisément, cela signifie qu'il existe € : V— R telle que limj,_.o = 0 et telle que pour tout L€ V :
fx*+h+oh)=f(x*)+ %A(h+(p(h), h+@) +lh+@h)|*eh).
On est ainsi ramené a prouver que, au voisinage de 0,
%A(h + @), h+@) + I1h+ @) |e(h) > 0.
Par hypothese, A est définie positive sur H. Comme H est de dimension finie, on sait méme que A est coer-

cive : il existe a > 0 tel que pour tout 7 € H, A(h, h) = o hll2. De plus, d’apres la preuve du théoréme 51, on
sait que @(0) = 0 et que dyp = 0. On en déduit donc que pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que pour tout

heVnBO,n), leh | < clhl.En prenant ¢ = min (%, ﬁ), on obtient les inégalités suivantes :
- A(h,h) = ol h|?
«
. |A(h,kp(h))| < lehll2
o
- |Alp(h), p(h)] < Znhn2

Par conséquent, pour tout 2 € VNB(0,1),

1 1
EA(h +¢(h), h+@(h) > (A(h, h) +2A(h, @(h)) + Al (h), @ (h)))

\%

o
A2
8|| I
Enfin, comme pour tout 7 € VN B(0,n),
1 3
=kl <llh+eM)I| < =Ihl,
2|| I<lh+oeh)l 2|| I
on voit qu'il existe 0 < i < 1 tel que pour tout # € VNB(0,n),
o
||h+tp(h)||2|s(h)|s1—6||h||2.
Au final, on aura donc, pour tout i € VN B(0,1)),
1 [0
SAU+ o), h+ @) + I+ () I*e(h) = Enhu2 >0,

ce qui conclut la démonstration. O

36



FORMES QUADRATIQUES, DETERMINANTS ET CALCUL DIFFERENTIEL

Proposition 53 — Condition suffisante de maximum sous contraintes

Soit U c E un ouvert, soit f : U — R une fonction de classe €2 et, pourl<is<m,soit g;:U —
R des fonctions de classe €2 et soit x* € U tel que pour tout 1 < i < m, g;(x*) = 0. On suppose
que les formes linéaires d,+ g1,. . .,dx+ g, sont linéairement indépendantes et qu'il existe par ailleurs
(AD)1<i<m tels que

m

Ay f+) Adygi=0

i=1

et tels que la forme quadratique
m
2 2
i f+Y A;digi

i=1

est définie négative sur le sous espace H = (Vect{dx* gi}l ) )
<Ism

Alors f admet un maximum local en x* sous les contraintes g;(x) = 0 (pour 1 < i < m).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition 52 a la fonction — f. O

2. Reformulation avec le Lagrangien et conditions d’ordre deux

Définition 14

Soit U  E un ouvert, soit f : U — R une fonction de classe 6" et, pour 1 < i < m, soit g; : U — R
des fonctions de classe 6. On appelle Lagrangien de f sous les contraintes g1, ..., g, I'application

R™ xU — R
m
(A1) x) — FE+ Y Mg

i=1

<

Le Lagrangien nous permet alors de reformuler le théoréme 51.

Théoreme 54 - Multiplicateurs de Lagrange

Soit U c E un ouvert, soit f : U — R une fonction de classe ¢! et, pourl<ism,soitg;:U—R
des fonctions de classe €. Si f admet un minimum local en x* sous les contraintes g;(x) = 0 (pour
1 < i< m) etsiles formes linéaires dy+ g1,...,dx* gn sont linéairement indépendantes, alors il existe
U\?)lsism tels que :

d()\* )\;ﬁn,x*)fEO.

1000

Remarque. Autrement dit, la condition di:, . xz, x+) < = 0 signifie que (A],..., A}, x¥) est un point station-
naire du Lagrangien.

Démonstration. Le résultat découle immédiatement du fait que

VLMo A ®) =" (100, gm0, V() + Y AiVgi ()
i=1

et de I'application du théoreme 51. O

Théoréme 55 — Condition suffisante de minimum sous contraintes

Soit U  E un ouvert, soit f : U — R une fonction de classe %62 et, pour 1 < i < m, soit g; : U — R
des fonctions de classe €. Soit (\*, x*) un point stationnaire du Lagrangien .%. On suppose de plus

que (-1)™ |(H$(A*,x*))k| >0 pourtout 2m+1< k< m+ n.Alors x* est un minimum local sous
les contraintes g;(x) =0 (pour 1 < i < m).

Démonstration. On commence par remarquer que si (x*,A*) est un point stationnaire du Lagrangien, alors
m

gi(x*)=0pourtoutl<i<metde f+) A dygi.
i=1
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m
Ainsi, en notant A = di* f+ Z A} di* gi, on sait qu'il suffit de montrer que A est définie positive sur
i=1

1
(Vect{dx* g,-}l _ ) pour pouvoir conclure avec la proposition 52.
<ism

Or, (Vect{dx* gi} )l ~Ker(B) avec B=! (Vgl (x*),,..,ng(x*)),

1<ism
B
D’apres le critere de Hotelling-Mann, il suffit donc de vérifier que les mineurs de la matrice bordée (t% Mat( A))
sont de méme signe de (—1)™. Cette condition est vérifiée par hypothése car
0 B _ * *
(fB Mat(A)) =HZ\", x").
O

Théoréme 56 — Condition suffisante de maximum sous contraintes

Soit U c E un ouvert, soit f : U — R une fonction de classe 62 et, pour 1 < i < m, soit g; : U — R
des fonctions de classe €. Soit (A*, x*) un point stationnaire du Lagrangien 2. On suppose de plus

que (=1)k—m |(H$()\*,x*))k| >0 pourtout 2m+1 < k< m+n.Alors x* est un maximum local sous
les contraintes g;(x) =0 (pour 1 <i < m).

Démonstration. La aussi, il suffit d’appliquer le théoréme précédent a la fonction — f. O
Exemple 11. Soit p > 0. On va montrer que parmi tous les triangles de périmétre 2p, le triangle équilatéral

2
de cotés x1 = Xp = X3 = ?p est le triangle dont l'aire est maximale.

On rappelle la formule de Héron : si T est un triangle dont les c6tés sont x1, x, et x3 et dont le périmétre est
2p =Xx1+ X2 + x3, alors l'aire deT est :

o =\/p(p—x1)(p—X2)(p - x3).

On considere la fonction f : (x1, X2, x3) € R — p(p—x1)(p — X2)(p — x3) et la fonction g : (x1, X2, x3) € RS —
X1+ X2 + X3 — 2p. Le probléme consiste donc a déterminer le maximum de f sur l'ensemble € = {(x1, X2, X3) €

R3: g(x1,x2,x3) =0,Vi €{1,2,3},0 < x; < p} et de montrer qu'il est atteint pour x; = Xp = X3 = ?p Comme

f est une fonction continue et que € est un ensemble compact, il est clair que f admet un maximum et
un minimum sur €. On peut remarquer que pour tout (x1,x»,x3) € 06, on a f(x1,x2,x3) = 0 et que pour

tout (x1,X2,x3) € €, f(x1,x2,x3) > 0. Cela signifie donc que le maximum est atteint a l'intérieur de €. Par
conséquent, le maximum de f sur <€ est un maximum (au moins) local de f sous la contrainte g(x1, X2, X3) =
0.

On est donc ramené a déterminer le maximum de f sous la contrainte g(x;, x2, x3) = 0.

Le Lagrangien est défini par :

LA, x1,%2,x3) = p(x—x1)(p— X2) (p — x3) + A(x1 + X2 + X3 — 2P).

On adonc

X1+ X2+ X3 —Zp
A=p(p—x2)(p—x3)
A=p(p—x1)(p—x3)
A=p(p—x1)(p—x2)

V,f()\, xl)x2rx3) =

2
Une simple résolution permet de montrer queV.L (A, x1,X2,X3) =0 <= X = Xp = X3 = —p.

Le Lagrangien admet ainsi un unique point stationnaire et il sagit du maximum que nous cherchons.
Nous avons déja justifié du fait que le point stationnaire trouvé est en fait un maximum local du probléme

sous contrainte. Nous allons maintenant retrouver ce résultat a l'aide de la matrice Hessienne du Lagrangien
(voir théoreme 56).
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En fait, si on note (\*, x*) le point stationnaire du Lagrangien, on a

0 1 1 1
1 o0 2 2
HZL\*, x*) = PR
1 5 0 7
P P
1 T 3 0
Les deux mineurs a calculer sont donc
0 1 1 )
2 2
(HZA"x9),l=1 o Z|= % >0
2
1 2 0
et
0 1 1 1
|(HLA*,x),| = O
3 3
1 22 g
3 3

Ainsi, comme le nombre de conditionsestm=1,ona:
. pourk=3, (-3 |HLA*, x*)3] >0
. pourk =4, (1)* 1 [HL\*, x*))4l >0

Les hypotheses du théoreme 56 sont vérifiées et on retrouve bien le fait que le point stationnaire est un maxi-
mum local sous contrainte.
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