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TD 4 : Matrices

1 Calculs matriciels

2 -1 3

Exercice 1. Soit A = (_2 9 1

) e My3(R)et B=| 4 -2 3 | € M3(R). Calculer,
-2 1 -1

lorsque cela a un sens, les produits matriciels AB, BA, A%, B%,'BA, A'B.

1 11
Exercice 2. Soit A= |1 1 1| € M3(R). Pour tout n > 1, calculer A™.
1 11
a b 0 0
. . . . 0 a b 0
Exercice 3. Soit a et b deux réels et soit A = 00 abl€ My(R). Pour tout n € N,
0 00 a

calculer A™.

Exercice 4. Soit A = (a;;)1<i<n € Mp(K). On appelle trace de la matrice A, notée Tr(A), la
1<isn
somme des éléments diagonaux de A: Tr(A) = Y7 | a;;.

1. Montrer que, pour tout scalaire A € K et toutes matrices A, B € M,,(K), on a :
Tr(AA) = ATr(A4), Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B), Tr(AB)=Tr(BA).
En déduire que, pour toute matrice P € GL,(K), on a : Tr(P~1AP) = Tr(A).

2. Existe-t-il des matrices A et B dans M, (K) vérifiant AB — BA = 1,7

2 Inverses d’une matrice

Exercice 5. Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et déterminer leur inverse :

1111 1 0 0 0
2 11
A={1 2 1)emm,B=|22 2 ermm.c=|"* 1 Y Ycrum
1 AP 03 6010 P71 0 —a 100 R
1 4 10 20 0 0 —-a 1

Exercice 6. Soit A € Ms(K).
1. Trouver une relation linéaire entre A2, A et I, faisant intervenir les coefficients de A.

2. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible. Donner alors
I'expression de A~!.

3. Montrer que, pour tout n € N, A" est combinaison linéaire de A et de Is.



4. On suppose que la somme des éléments diagonaux de A est non nulle. Montrer, pour tout
B € Ms(K), 'implication A2B = BA? = AB = BA.

Exercice 7. Soit A =

S = O
= o O

1
3| € M3(R). Trouver trois réels a, b et ¢ tels que
0

A3+ aA? +bA+ I3 =0 Ms(r)- En déduire que A est inversible et calculer AL

Exercice 8. Soit A = <_31 _42> € Ms(R).

1. Calculer A2 — 3A + 2I,. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
2. Soit n > 2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X 2_3X +2.

3. En déduire, pour tout n > 2, une expression de la matrice A™.

3 2 2
Exercice 9. On considere les deux matrices A= | 3 5 3 | € M3(R) et
-7 -8 —6
0 -1 1
P=|1 -1 0 | eM;3R).
-1 3 -1

1. Calculer 'inverse de P.

2. Calculer P~'AP et en déduire, pour tout n € N, A™.

Exercice 10. Soit A = (aij)i<i<cn € Myp(K) telle que, pour tout ¢ € {1,...,n}, on a
1<jsn

Z |la; j| < |as;|. Montrer que A est inversible.
JFi

3 Application linéaire et représentation matricielle

Exercice 11. Soit f 'endomorphisme de R3[X] défini, pour tout P € R3[X], par f(P) = P'+P.
Ecrire la matrice de f par rapport a la base B = {1, X, X2, X3}.

Exercice 12. Soit f l'application du R-espace vectoriel des matrices carrées réelles Mo(R)

dans lui-méme définie par :
f a b (¢
“\c d b d)-

1. Montrer que f est un endomorphisme de Ms(R).

2. Déterminer la matrice de f par rapport la base canonique de Ms(R).

Exercice 13. Donner la matrice, par rapport & la base canonique de R?, de la projection
vectorielle sur F' = {(1:, y,2) ER3 iz +y+ 2= 0} parallelement a G = Vect({(l, 2, 3)})

Exercice 14. Déterminer la matrice de passage de la base B; de R? & la base By de R3, o :

By ={(1,2,1),(2,3,3),(3,7,1)}, By=1{(3,1,4),(5,3,2),(1,-1,7)}.



Exercice 15. Soit B = {e1,e2,e3} la base canonique de R? et soit f I’endomorphisme de R3

2 -1 0
dont la matrice par rapport a Best A= | -2 1 —2|. Posons B = {e], €, e5} la famille
1 1 3

définie par :
e’l =e1+ep—e3
6/2 — €1 — €3
eg = €1 — eg.
1. Que valent f(ey), f(e2) et f(es)?
Montrer que B’ est une base de R? et donner la matrice D de f par rapport a B'.
Exprimer la matrice de passage P de B & B’ et calculer P71,

Quelle relation lie les matrices A, D, P et P~ ?

Montrer par récurrence que, pour tout n € N, A" = PD"P~1,

SO A T o

En déduire, pour tout n € N, A™.

Exercice 16. Soit f : R3[X] — R* 'application linéaire définie par :
f(P) = (P(0), P'(0), P(1), P'(1)).

1. Déterminer la matrice de f par rapport & la base canonique de R3[X] et la base canonique
de R%.

2. Onpose P, = (2X +1)(X —1)%, P, = X(X —1)?, ;= (3 -2X)X2 P, = X?(X —1).
Montrer que la famille { Py, P>, P5, Py} est une base de R3[X].

3. Déterminer la matrice de f par rapport & cette base et la base canonique de R*.
4. Montrer que 'application f est bijective.

5. Soit a, b, ¢, d quatre réels quelconques. Montrer qu'il existe un unique polynéme @ € R3[X]

tel que Q(0) =a , Q' (0)=b,Q(1)=cet Q' (1) =d.

Exercice 17. Soit f € L(R?) tel que f # OL(D@) et f2=0 w3,- Montrer qu’il existe une base

de R? par rapport & laquelle la matrice de f est égale &

oo ob

00
0 1. Indication : on pourra
00

commencer par montrer que dim (Ker( f )) =2.

4 Rang d’une matrice

Exercice 18. Soit f Iapplication linéaire de R* dans R? canoniquement associée & la matrice

-11 7 0 3
A= 0 1 11 2
1 0 7 1

Déterminer le rang de f, ainsi qu’une base de son noyau et de son image. Donner une équation
de I'image.

Exercice 19. Soit A € M,, ,(K) une matrice de rang r. Montrer que A peut s’écrire comme la
somme de 7 matrices de rang 1.



