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Chapitre 5
Variables aléatoires
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1 Rappels de Seconde (Indicateurs statistiques)

Dans I’ensemble de cette partie, on considére I’exemple de la série statistiques suivante, donnant
les distances des planétes du systéme solaire au Soleil :

Planéte | Distance au soleil en millions de km
Mercure 58
Vénus 108
Terre 150
Mars 228
Jupiter 778
Saturne 1429
Uranus 2871
Neptune 4503

1.1 Indicateurs de position
1.1.1 Moyenne
Définition 1 <

La moyenne d’une série statistique zi,...,x, se note T et est donné par la formule
suivante :

T t+...t+xy 5
€Tr = =

n
> T
=

n

. J

Exemple.
En moyenne, la distance d’une planéte du systéme solaire au Soleil est d’environ 1266 millions
de km.

58 4+ 108 4 150 4 228 4 778 + 1429 + 2871 4 4503

—_ ~ 1266
o 8

1.1.2 Meédiane

Définition 2
La médiane d’une série statistique z, ..., x, est une valeur qui permet de couper 1’en-
semble des valeurs en deux parties égales : la moitié des valeurs étant plus grande que la
médiane et 'autre moitié étant moins grande.

Remarque.
. Lorsque la série comprend un nombre impair de valeurs, la médiane est simplement une
des valeurs de la série.
« Lorsque la série comprend un nombre pair de valeurs, la médiane est la moyenne entre
les deux valeurs du « milieu ».

Exemple.
Dans le cas des distances planéte-Soleil, la médiane est la moyenne entre la 4° et la 5° plus
grande valeur étant donné que la série comporte 8 valeurs.

m = w = 503 millions de km




Lycée Lucie Aubrac — 1*¢ CHAPITRE 5 — VARIABLES ALEATOIRES

1.1.3 Quartiles

Définition 3

. Le premier quartile d’une série statistique est une valeur, notée ()7 telle qu’au
moins 25% des valeurs soient plus petites que Q.

. Le troisiéme quartile d’une série statistique est une valeur, notée ()3 telle qu’au
moins 75% des valeurs soient plus petites que Q3.

Exemple.

Dans le cas des distances planéte-Soleil,

@1 correspond a la moyenne entre la deuxiéme et la troisiéme valeur (car 8 X %1 = 2) et Q3
correspond a lamoyenne entre la sixiéme et la sixiéme valeur (car 8 X 2 = 6).

Q) =129
Q3 = 2150

Remarque.
L’intervalle interquartile est U'intervale [@Q;;@s]. Il contient donc 50% des valeurs de la série
statistique.

1.1.4 Valeur minimale et maximale

Définition 4

La valeur minimale d’une série statistique est la plus petite valeur de la série. la valeur
maximale est la plus grande valeur de la série.

Exemple.
Dans le cas des distances planéte-Soleil, la valeur minimale est 58 et la valeur maximale est
4503.

1.2 Indicateurs de dispersion

1.2.1 Etendue

Définition 5
L’étendue d’une série statistique est la différence entre la valeur maximale et la valeur
minimale.

Exemple.
Dans le cas des distances planéte-Soleil, I’étendue est de 4503 — 58 = 4445 millions de km.

1.2.2 Ecart interquartile

Définition 6
L’ écart interquartile est Q3 — Q4. J

Exemple.
Dans le cas des distances planéte-Soleil, I’écart interquartile est 2150 — 129 = 2021 millions de
km.
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1.2.3 Ecart-type

Définition 7 \
. La variance V d’une série statistique x1, ..., x, est définie par :
n
—\2
_ _ T, — T
V:(xl—x)2+...+(:cn—x)2:i§1(Z )

n
. L’écart type o d’une série statistique est définie par :

o=V

n

Remarque.
On retiendra que la variance est « la moyenne des carrés des écarts a la moyenne »

Exemple.
Dans le cas des distances planéte-Soleil, on a :

T = 1266
58 — 1266)% + (108 — 1266)% + (150 — 1266)% + ... + (4503 — 1266)?
V:( )+ ( )+(8 At ) ~ 2304324
o=V ~ 1518
Remarque.

La donnée de la médiane et de I'écart interquartile n’est pas sensible aux valeurs extrémes,
contrairement a la donnée de la moyenne et de 1’écart-type.

1.3 Echantillonnage

Proposition 1 — (admise)
<

Si effectif d’une série statistique est suffisamment grand, et si le phénomeéne étudié suit
une loi de Gauss (la répartition des valeurs se fait selon une courbe en cloche) :

. L'intervalle |T — o ;7 + 0} contient environ 68% des valeurs.
. Lintervalle |T — 20 ;T + 20| contient environ 95% des valeurs.
« L’intervalle |T — 30 ;T + 30| contient environ 99% des valeurs.

Exemples.
Les phénomeénes suivants suivent une loi de Gauss :
. Pourcentage de Pile obtenus lors du lancer de 50 piéces;
. La taille des femmes dans la population francaise ;
. Le nombre de votants par bureau de vote lors d’une élection ;
. La taille des tiges des coquelicots dans un champ ;
. Les notes d'une évaluation.

Alinsi, si la moyenne a une évaluation est ¥ = 10 et I’écart-type est o = 3, cela signifie qu’environ
68% des notes sont comprises entre 7 et 13.
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Proposition 2 — Loi des Grands Nombres (admise)
~

On répete n fois une méme expérience aléatoire de fagon indépendante et dont la proba-
bilité de succés est p. Expérimentalement, plus n sera grand, plus la fréquence du succeés
se rapprochera de p. De plus, on peut considérer que la fréquence de succés suit une loi
de Gauss et on a :

p(l—p)'

(O

Remarque.
En général, lorsque n > 25, on considére que n est suffisament grand pour utiliser la loi des
Grands Nombres.

Exemple.
On lance 200 fois un dé équilibré a six faces et on compte le nombre de 6 obtenus. Déterminer
avec une marge d’erreur de 5%, un intervalle contenant la fréquence de 6 obtenus.

Solution :
Les lancers étant indépendants les uns des autres, on peut utiliser la loi des Grands Nombres.

1
Onapzadonc:

Par conséquent, cela signifie que l'intervalle suivant contient 95% des fréquences expérimen-
tales :

[p—20;p+20] ~ % — 2% 0,0264; % +2 % 0,0264| ~ [0,114;0,219].

Autrement dit, avec une marge d’erreur de 5%, I'intervalle [0,114 ; 0,219] contient la fréquence
de 6 obtenus.




Lycée Lucie Aubrac — 1*¢ CHAPITRE 5 — VARIABLES ALEATOIRES

2 Variables aléatoires

Introduction

Une association étudiante souhaite organiser un jeu de dés afin de récolter de ’argent. Les
régles du jeu sont les suivantes. Le joueur lance un dé équilibré a six faces.

. Il gagne s’il obtient un 6 et I'association lui donne 12 euros.

. Il perd dans tous les autres cas et il donne 6 euros a ’association.

L’association organise 500 parties de ce jeu. Combien peut-elle espérer gagner en moyenne ?

2.1 Notion de variable aléatoire

Définition 8 \
Une variable aléatoire sur 2 est une fonction définie sur €2 a valeur dans R.
A chaque issue de €2, on associe un nombre réel.

&
Définition 9 N
Soit x un réel. L’événement « X = x » est I’ensemble des issues de €2 auxquelles on associe

le réel .
_ Y,

Exemple.

Avec 'exemple d’introduction :

L’univers est 2 = {1;2;3;4;5;6}.

On note X la variable aléatoire correspondant au gain en euros de ’association sur une partie.
L’événement « X = 6 » correspond aux issues 1, 2, 3, 4, 5.

L’événement « X = —12 » correspond a l’issue 6.

2.2 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

Définition 10 \
Pour définir la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

« On liste les valeurs x; possibles pour X;
« On détermine les probabilités P(X = z;).

Méthode — Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire

On forme le tableau suivant :

Z; i i) cooa Tn

PX=uxz)| pm P2 . 7

Remarque.
Dans le tableau, on a :
prtpet+...+py=1
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Exemple.
Avec 'exemple d’introduction : Si X est le gain de l'association sur une partie, la loi de
probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

Z; —12

| =
S| Ut D

2.3 Espérance

Définition 11

Soit X une variable aléatoire. On appelle espérance de X le nombre :

=1

.

Remarque.
Le mot « espérance » vient du langage des jeux : lorsque X désigne le gain, F(X) est le gain
moyen que peut espérer un joueur lorsque le nombre de parties est important.

Exemple.
Avec I'exemple d’introduction :

1 5
E(X> = P12 + P2y = (—12) X 6 + 6 % 6 — 3.
Cela signifie que le jeu est défavorable au joueur et qu’en moyenne, ’association gagnera 3

euros par partie. Par conséquent, sur 500 parties, elle peut espérer gagner environ 1500 euros.

2.4 Variance et Ecart-type

Définition 12 \
Soit X une variable aléatoire.
« On appelle variance de X le nombre :

V(X) = pr(m1—E(X))*+p2(22—E(X))*+. . Apu(za—E(X))" = Zpi(xi—E(X))Q

« On appelle écart-type de X le nombre o(X) = /V(X).

\. J

Exemple.
Avec 'exemple d’introduction :

V(X) = pi(z1 — B(X))? + pa(z2 — E(X))?
:é(—12—3)2+g(6—3)2
=45

On a ainsi, o(X) = /V(X) = V45 ~ 6,71.
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2.5 Transformation affine d’une variable aléatoire

Proposition 3

donnée par le tableau suivant :

Y ary+blary+b|...|az,+0b
PY=y)| m P2 || Dn

U

Si X est une variable aléatoire prenant les valeurs xq,xs,...,z, avec les probabilités
P1,P2,...,Pn €t si a et b des réels alors la loi de la variable aléatoire Y = aX + b est

N\

Exemple.

Avec I'exemple d’introduction, supposons que ’on multiplie les gains et les pertes par 2 pour

chaque partie, on obtient ainsi une nouvelle variable aléatoire ¥ = 2.X.

Proposition 4

Si X est une variable aléatoire et a et b des réels alors

E(aX +b) =aE(X)+0.

Démonstration.
E(aX +b) = p1(axy +b) + pa(aza +b) + ... + pp(az, + b)
= praxy + p1b + paaxs + p2b + ...+ prax, + pyb
=a<p1$1+p2$2+..-+pnxn> + <p1+p2+-..+pn>b
=aE(X)+0b (carpy+po+...+p,=1).

Proposition 5

Si X est une variable aléatoire et a et b des réels alors

V(aX +b) = a’V(X).

Démonstration.

V(aX +b)

2 2
+...—i—pn<a:cn —aE(X))

2

[
Q
=
£
|
&
>
=
_|_
3
[\V]
8
o}
|
&
3
=
+
_|_
hS
=
8
|
&
>3
=
N———

= a’V(X)

pz(axz+b—E(aX+b)>2+...+pn<axn+b—E(aX+b))

2
p2<ax2+b—aE(X)—b> + ...+ axn—i—b—aE(X)—b)

2

2
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Proposition 6

Si X est une variable aléatoire et a et b des réels alors

o(aX +b) = |alo(X).

Démonstration.

o(aX +b) =+/V(aX +b)
=/ a*V(X)
VAT

= |alo(X)

Savoir-faire du chapitre

. Modéliser une situation a l’aide d’une variable aléatoire.

« Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire.

. Calculer 'espérance, la variance et I’écart-type d’une va-
riable aléatoire.

. Interpréter I’espérance d’une variable aléatoire.

QCM

d’entrainement
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