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Exercice 1 * [Calculer]

Sans calculatrice, déterminer les coefficients
binomiaux suivants :

B 6 0 )

Exercice 2 %

[Calculer]|

Sans calculatrice, déterminer tous les coeffi-
. . . 1 N
cients binomiaux de la forme ( k0> ou k est

un entier compris entre O et 10.

Exercice 3 * [Calculer]

A T'aide de la calculatrice, déterminer un

ordre de grandeur de <;g> .

Exercice4 x* [Modéliser, Calcu-
ler|

On tire simultanément 5 cartes d’un jeu de
32 cartes. Déterminer la probabilité d’obte-
nir :

(a) 5 Carreaux ou 5 Piques.
(b) 2 Carreaux et 3 Piques.
(¢) au moins un Roi.

(d) au plus un Roi.

(e) exactement 2 Rois et exactement 3
Piques.

Exercice 5 *% [Calculer]

Montrer que pour tout n > 1 et pour tout

1<k<n,
n—1\_k(n
k—1) n\k)
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Exercice 6 * % x [Chercher, Mo-

déliser|

Démontrer, en dénombrant un ensemble
bien choisi, que pour2 < p < n:

(5)=(22) 2020+ (57)

Exercice 7 * % % [Chercher, Mo-

déliser|

Démontrer, en dénombrant un ensemble
bien choisi, que pour toutn > 1,

(7)-20)-

Exercice 8 * % %
Communiquer, Chercher]|

[Raisonner,

Montrer que pour tout p > 1 et pour tout

nzp,
n+1 Sk
<p+1> ;(p)

Exercice9 * [Modéliser]

On considere une urne dans laquelle sont
disposées 4 boules rouges et 6 boules noires.
Imaginez une expérience aléatoire qui soit
une épreuve de Bernoulli et une qui n’en soit
pas.

Exercice 10 % [Communiquer,

Calculer]

Dans un jeu de 32 cartes, on tire une carte au
hasard et on considére le succes : « obtenir
un as ». Justifier qu’il s’agit d’une épreuve
de Bernoulli et déterminer son parametre.

Exercice 11 %%
culer]

[Modéliser, Cal-

On considére une variable aléatoire X sui-
vant une loi de Bernoulli de parametre p =
0,2.

1. Quelle est la loi de probabilité de X ?

2. Quelle est’espérance et la variance de
X?

3. Imaginer une situation concrete qui
peut étre modélisée par cette variable
aléatoire.

Exercice 12 % [Calculer]

Soit X un variable aléatoire qui suit une loi

binomiale de parametres n = 3 et p = %

Déterminer la loi de probabilité de X.

Exercice 13 * [Calculer]

Soit X un variable aléatoire qui suit une loi

binomiale de parametres n = 4 et p = %

Déterminer la loi de probabilité de X.

Exercice 14 x [Calculer]

Soit X un variable aléatoire qui suit une loi

. . . 1
binomiale de parametres n = 3 et p = —.

4
Déterminer P(X > 2).

Exercice 15 %

[Calculer]|

Soit X un variable aléatoire qui suit une loi
binomiale de parametres n = Set p = 0,1.
Déterminer P(X < 2).

Exercice 16 *

[Calculer]|

Soit X un variable aléatoire qui suit une loi
binomiale de parametres n = 6 et p = 0,17.
Déterminer E(X) et V (X).

UL
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Exercice 17 % [Calculer|

Soit X un variable aléatoire qui suit une loi
. . . 1
binomiale de parametres n = 11 et p = o

Déterminer P(X > 2).

Exercice 18 * [Calculer, Modéli-

ser|

Une agence de voyage a réservé toutes les
tables du restaurant pour la semaine a ve-
nir. Le restaurateur sait ainsi que 1000 clients
viendront déjeuner chacun une fois durant
la semaine. Le nombre de « menu terroir »
qui seront alors commandé est une variable
aléatoire X . On considere que la probabilité
qu’un des clients commande un « menu ter-
roir » est p = 0,3.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit
une loi binomiale et donner ses para-
metres.

2. Déterminer la probabilit¢é que le
nombre de « menus terroir » com-
mandés soit inférieur ou égal a
315.

Exercice 20 * [Modéliser, Calcu-

ler|

Une compagnie ferroviaire réalise un son-
dage de satisfaction aupres des usagers. On
estime que la proportions d’usagers qui s’es-
timent satisfaits est de 0,72. On choisit au
hasard un échantillon de 334 usagers. Le
nombre d’usagers peut étre modélisé par une
variable aléatoire X .

1. Jusitfier que la variable aléatoire X
suit une loi binomiale. Préciser les pa-
rametres de cette loi.

2. Déterminer le nombre moyen d’usa-
gers auquel on peut s’attendre sur les
334 usagers.

3. Calculer P(X > 250). Interpréter le
résultat.

Exercice 19 % [Calculer, Modéli-

ser]

Un fabricant de processeurs pour téléphone
portable certifie que, dans son stock, la pro-
babilité qu’un processeur neuf soit défec-
tueux est p = 0,0001. On désigne par Y la
variable aléatoire correspondant au nombre
de processeurs défectueux dans un lot de 200
prélevés au hasard. Le stock est suffisam-
ment important pour assimiler ce préleve-
ment a un tirage avec remise. Ainsi, la va-
riable aléatoire Y suit la loi binomiale de pa-
rametres n = 200 et p = 0,0001. Déterminer
la probabilité, arrondie au millieme, qu’il n’y
ait aucun processeur défectueux dans un lot
de 200 processeurs.

Exercice 21 % [Modéliser, Calcu-

ler]

Une entreprise produit des pieces de mo-
teurs. On note D I’événement : « une piece
prélevée au hasard dans la production n’est
pas conforme ». On suppose que P(D) =
0,02. On préleve au hasard 20 pieces dans la
production. La production est assez impor-
tante pour que 1’on puisse assimiler ce préle-
vement a un tirage aléatoire avec remise. On
considere la variable aléatoire X qui, a un
lot de 20 pieces, associe le nombre de picces
non conformes qu’il contient.

1. Justifier que la variable aléatoire X
suit la loi binomiale de parametres 20
et 0,02.

2. Calculer la probabilité P(X = 0).

3. Calculer la probabilité qu’il y ait au
moins une piece non conforme dans ce
lot de 20 pieces.

4. Calculer I’espérance mathématiques,
E(X), de cette variable aléatoire et in-
terpréter le résultat.
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Exercice 22 x* [Calculer, Modé-

liser, Représenter]

formation :

Pour préparer l’examen du permis de
conduire, on distingue deux types de

. la formation avec conduite accompa-
gnée;

. la formation traditionnelle.

On considere un groupe de 300 personnes
venant de réussir I’examen du permis de
conduire. Dans ce groupe :

. 75 personnes ont suivi une formation
avec conduite accompagnée; parmi
elles, 50 ont réussi ’examen a leur
premicre présentation et les autres ont
réussi a leur deuxieme présentation.

. 225 personnes se sont présentées a
I’examen suite a une formation tradi-
tionnelle ; parmi elles, 100 ont réussi
I’examen a la premiere présentation,
75 a la deuxieme et 50 a la troisiéme
présentation.

On interroge au hasard une personne du
groupe considéré.
On considere les évenements suivants :

. A : «lapersonne a suivi une formation
avec conduite accompagnée » ;

- R, : «la personne a réussi I’examen a
la premiere présentation » ;

- R, : «la personne a réussi I’examen a
la deuxieme présentation » ;

- R; : «la personne a réussi I’examen a
la troisieme présentation ».

. Modéliser la situation par un arbre
pondéré.

(a) Calculer la probabilité que la
personne interrogée ait suivi une
formation avec conduite accom-
pagnée et réussi I’examen a sa
deuxieme présentation. Dans les
questions suivantes, les probabi-
lités demandées seront données
sous forme d’une fraction irré-

ductible.

2.

(b) Montrer que la probabilité que
la personne interrogée ait réussi
I’examen a sa deuxieme présen-
tation est égale a %

(c) La personne interrogée a réussi
I’examen a sa deuxieme présen-
tation. Quelle est la probabilité
qu’elle ait suivi une formation
avec conduite accompagnée !

. On note X la variable aléatoire qui, a

toute personne choisie au hasard dans
le groupe, associe le nombre de fois ou
elle s’est présentée a I’examen jusqu’a
sa réussite.

Ainsi, X =1 correspond a 1’évene-
ment R;.

(a) Déterminer la loi de probabilité
de la variable aléatoire X .

(b) Calculer I’espérance de cette va-
riable aléatoire. Interpréter cette
valeur dans le contexte de 1’exer-
cice.

On choisit, successivement et de fa-
con indépendante, n personnes parmi
les 300 du groupe étudié, ou n est un
entier naturel non nul. On assimile ce
choix a un tirage avec remise de n
personnes parmi les 300 personnes du
groupe.

On admet que la probabilité de I’éve-
nement R; est égale a é

(a) Dans le contexte de cette ques-
tion, préciser un événement dont
la probabilité est égale a 1 —

(8)-
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On considere la fonction Python seuil
ci-dessous, ol p est un nombre réel
appartenant a I’intervalle ]0;1[.

4 N
1 def seuil(p):

2 n=1

3 while 1-(5/6) **n<=p:

4 n=n+1

5 return (n)

\_ J

(b) Quelle est la valeur renvoyée
par la commande seuil(0,9) ? In-
terpréter cette valeur dans le
contexte de I’exercice.

Exercice 23 * [Calculer, Modéli-

ser|

N

Cet exercice est un questionnaire a choix
multiples. Pour chacune des questions sui-
vantes, une seule des quatre réponses pro-
posées est exacte.

Dans un centre de traitement du cour-
rier, une machine est équipée d’un lecteur
optique automatique de reconnaissance de
I’adresse postale. Ce systeme de lecture per-
met de reconnaitre convenablement 97 % des
adresses; le reste du courrier, que 1’on qua-
lifiera d’illisible pour la machine, est orienté
vers un employé du centre chargé de lire les
adresses.

Cette machine vient d’effectuer la lecture de
neuf adresses. On note X la variable aléa-
toire qui donne le nombre d’adresses illi-
sibles parmi ces neuf adresses.

On admet que X suit la loi binomiale de pa-
rametres n = 9 et p = 0,03.

1. La probabilit¢ qu’aucune des neuf
adresses soit illisible est égale, au cen-
tieme pres, a :

a. 0
b. 1
c. 0,24
d. 0,76

2. Laprobabilité qu’exactement deux des
neuf adresses soient illisibles pour la

machine est :
a. (2) x0,97%x0,03

b. (}) x0,97*x 0,037
¢. (7) % 0,977 x 0,03
d. (}) x0,97" x 0,03

3. La probabilit¢ qu’au moins une des
neuf adresses soit illisible pour la ma-
chine est :

a. P(X <1
b. P(X <1)
c. P(X>=2)
d 1-PX=0)
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Exercice 24 x* [Calculer, Modé-

liser, Représenter]

Dans une école de statistique, apres étude
des dossiers des candidats, le recrutement se
fait de deux fagons :

e 10% des candidats sont sélectionnés
sur dossier. Ces candidats doivent en-
suite passer un oral a I’issue duquel
60 % d’entre eux sont finalement ad-
mis a I’école.

o Les candidats n’ayant pas été sé-
lectionnés sur dossier passent une
épreuve écrite a 1’issue de laquelle
20 % d’entre eux sont admis a I’école.

Partie 1

On choisit au hasard un candidat a ce
concours de recrutement. On notera :

e D I’éveénement « le candidat a été sé-
lectionné sur dossier » ;

e A I’événement « le candidat a été ad-
mis a I’école » ;

e D et A les événements contraires des
événements D et A respectivement.

1. Traduire la situation par un arbre pon-
déré.

2. Calculer la probabilité que le candidat
soit sélectionné sur dossier et admis a
I’école.

3. Montrer que la probabilité de 1’évene-
ment A est égale a 0, 24.

4. On choisit au hasard un candidat ad-
mis a I’école. Quelle est la probabi-
lité que son dossier n’ait pas été sélec-
tionné ?

r

Partie 2

1. On admet que la probabilité pour un

candidat d’étre admis a 1’école est
égale a 0, 24.
On considere un échantillon de sept
candidats choisis au hasard, en assimi-
lant ce choix a un tirage au sort avec
remise. On désigne par X la variable
aléatoire dénombrant les candidats ad-
mis a ’école parmi les sept tirés au
sort.

(a) On admet que la variable aléa-
toire X suit une loi binomiale.
Quels sont les parametres de
cette loi?

(b) Calculer la probabilité qu’un seul
des sept candidats tirés au sort
soit admis a 1’école. On donnera
une réponse arrondie au cen-
tieme.

(c) Calculer la probabilit¢ qu’au
moins deux des sept candidats ti-
rés au sort soient admis a cette
école. On donnera une réponse
arrondie au centieme.

2. Un lycée présente n candidats au re-
crutement dans cette école, ol n est un
entier naturel non nul.

On admet que la probabilité pour un
candidat quelconque du lycée d’étre
admis a I’école est égale a 0, 24 et que
les résultats des candidats sont indé-
pendants les uns des autres.

(a) Donner I’expression, en fonction
de n, de la probabilité qu’aucun
candidat issu de ce lycée ne soit
admis a I’école.

(b) A partir de quelle valeur de I’en-
tier n la probabilité qu’au moins
un éleve de ce lycée soit admis
a I’école est-elle supérieure ou
égale 2 0,997
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Exercice 25 x* [Calculer, Modé-

liser, Représenter |

Les probabilités demandées dans cet exer-
cice seront arrondies a 1073,

Un laboratoire pharmaceutique vient d’éla-
borer un nouveau test anti-dopage.

Partie A

Une étude sur ce nouveau test donne les ré-
sultats suivants :

« si un athlete est dopé, la probabilité
que le résultat du test soit positif est
0, 98 (sensibilité du test);

» siun athlete n’est pas dopé, la proba-
bilité que le résultat du test soit négatif
est 0,995 (spécificité du test).

On fait subir le test a un athlete sélectionné
au hasard au sein des participants a une com-
pétition d’athlétisme.

On note D I’évenement « 1’athlete est dopé »
et T 1’évenement « le test est positif ».

On admet que la probabilité de I’évenement
D est égale a 0,08.

1. Traduire la situation sous la forme
d’un arbre pondéré.

2. Démontrer que P(T') = 0, 083.

3. (a) Sachant qu'un athlete présente
un test positif, quelle est la pro-
babilité qu’il soit dopé ?

(b) Le laboratoire décide de com-
mercialiser le test si la proba-
bilit¢ de I’événement « un ath-
lete présentant un test positif est
dopé » est supérieure ou égale a
0,95.

Le test proposé par le labo-
ratoire sera-t-il commercialisé ?
Justifier.

Partie B

Dans une compétition sportive, on admet
que la probabilité qu’un athlete controlé pré-
sente un test positif est 0, 103.

1. Dans cette question 1., on suppose que
les organisateurs décident de contrdler
5 athleétes au hasard parmi les athlétes
de cette compétition.

On note X la variable aléatoire égale
au nombre d’athletes présentant un
test positif parmi les 5 athletes contrd-
1és.
(a) Donner la loi suivie par la va-
riable aléatoire X. Préciser ses
parametres.

(b) Calculer I’espérance E(X) et
interpréter le résultat dans le
contexte de 1’exercice.

(¢c) Quelle est la probabilité qu’au
moins un des 5 athlétes contrdlés
présente un test positif ?

2. Combien d’athletes faut-il controler
au minimum pour que la probabilité
de I’événement « au moins un athléte
controlé présente un test positif » soit
supérieure ou égale a 0, 75 ? Justifier.

Exercice 26 %% [Calculer, Modé-

liser]

On lance n fois une piece parfaitement équi-
librée. Quelle est la probabilité d’obtenir
strictement plus de piles que de faces.
Indication : on pourra distinguer les cas ou n
est pair et » est impair.
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Exercice 27 x* [Calculer, Modé-

liser, Représenter |

Le coyote est un animal sauvage proche du
loup, qui vit en Amérique du Nord.

Dans I’état d’Oklahoma, aux EtatS—Unis,
70 % des coyotes sont touchés par une ma-
ladie appelée ehrlichiose.

Il existe un test aidant a la détection de cette
maladie. Lorsque ce test est appliqué a un
coyote, son résultat est soit positif, soit né-
gatif, et on sait que :

» Si le coyote est malade, le test est po-
sitif dans 97 % des cas.

« Si le coyote n’est pas malade, le test
est négatif dans 95 % des cas.

Partie A

Des vétérinaires capturent un coyote d’Okla-
homa au hasard et lui font subir un test pour
I’ehrlichiose.

On considere les évenements suivants :

e M : «le coyote est malade »;

e T : «le test du coyote est positif ».

Onnote M et T respectivement les évene-
ments contraires de M et T'.

1. Construire un arbre pondéré qui mo-
délise la situation.

2. Déterminer la probabilité que le
coyote soit malade et que son test soit
positif.

3. Démontrer que la probabilité de T est
égale a 0, 694.

4. On appelle « valeur prédictive positive
du test » la probabilité que le coyote
soit effectivement malade sachant que
son test est positif.

Calculer la valeur prédictive positive
du test. On arrondira le résultat au mil-
lieme.

5. (a) Par analogie avec la question
précédente, proposer une défini-
tion de la « valeur prédictive né-
gative du test » et calculer cette
valeur en arrondissant au mil-
lieme.

(b) Comparer les valeurs prédictives
positive et négative du test, et in-
terpréter.

Exercice 28 ** [Calculer, Modé-

liser, Représenter]

Dans I’ensemble de I’exercice, les probabi-
lités seront arrondies a 1073 si nécessaire.

Partie 1

1. Calculer P(C N D). On pourra s’ap-
puyer sur un arbre pondéré.

2. Démontrer que P(D) = 0,036.

3. Le casque a un défaut. Quelle est la
probabilité qu’il soit contrefait ?

Partie 2

On commande n casques portant le logo de
cette marque. On assimile cette expérience a
un tirage aléatoire avec remise. On note X
la variable aléatoire qui donne le nombre de
casques présentant un défaut de conception
dans ce lot.

1. Dans cette question, n = 35.

(a) Justifier que X suit une loi bi-
nomiale B(n, p) ou n = 35 et
p =0,036.

(b) Calculer la probabilité qu’il y ait
parmi les casques commandés,
exactement un casque présentant
un défaut de conception.

(c) Calculer P(X < 1).
2. Dans cette question, n n’est pas fixé.

Quel doit étre le nombre minimal de
casques a commander pour que la pro-
babilité qu’au moins un casque pré-
sente un défaut soit supérieur a 0,99 ?
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Exercice29 ** [Calculer, Modé-

liser, Représenter]

Le directeur d’une grande entreprise a pro-
posé a I’ensemble de ses salariés un stage de
formation a I’utilisation d’un nouveau logi-
ciel.

Ce stage a été suivi par 25 % des salariés.

1. Dans cette entreprise, 52 % des sala-
riés sont des femmes, parmi lesquelles
40 % ont suivi le stage.

On interroge au hasard un salarié de
I’entreprise et on considere les évene-

ments :
o F : «le salarié interrogé est une
femme »,
e 5 : «le salarié interrogé a suivi
le stage ».

F et S désignent respectivement les
évenements contraires des événements
FetsS.

(a) Donner la probabilité de I’évene-
ment .S

(b) Démontrer que la probabilité que
la personne interrogée soit une
femme ayant suivi le stage est
égale a 0, 208.

(c) On sait que la personne interro-
gée a suivi le stage. Quelle est
la probabilité que ce soit une
femme ?

(d) Le directeur affirme que, parmi
les hommes salariés de 1’entre-
prise, moins de 10% ont suivi
le stage. Justifier I’ affirmation du
directeur.

2. On note X la variable aléatoire qui a
un échantillon de 20 salariés de cette
entreprise choisis au hasard associe le
nombre de salariés de cet échantillon
ayant suivi le stage. On suppose que
Peffectif des salariés de 1’entreprise
est suffisamment important pour assi-
miler ce choix a un tirage avec remise.

3. (a) Déterminer, en justifiant, la loi
de probabilité suivie par la va-
riable aléatoire X .

(b) Déterminer, 2 1073 pres, la pro-
babilité que 5 salariés dans un
échantillon de 20 aient suivi le
stage.

(c) Le programme ci-dessous, écrit
en langage Python, utilise la
fonction binomiale(i, n, p) créée
pour I’occasion qui renvoie la va-
leur de la probabilité¢ P(X = i)
dans le cas ou la variable aléa-
toire X suit une loi binomiale de
parametres » et p.

def proba(k):
P=0
for i in range(0,k+1):

AW N =

P=P+binomiale(i,20,0.25)
5 return (P)

\_ J

Déterminer, a 1073 pres, la valeur ren-
voyée par ce programme lorsque ’on saisit
proba(5) dans la console Python.
Interpréter cette valeur dans le contexte de
I’exercice.

(a) Déterminer, a 10~3 pres, la pro-
babilit¢é qu’au moins 6 salariés
dans un échantillon de 20 aient
suivi le stage.

4. Cette question est indépendante des
questions 1 et 2.

Pour inciter les salariés a suivre le
stage, I’entreprise avait décidé d’aug-
menter les salaires des salariés ayant
suivi le stage de 5 %, contre 2 % d’aug-
mentation pour les salariés n’ayant pas
suivi le stage.

Quel est le pourcentage moyen d’aug-
mentation des salaires de cette entre-
prise dans ces conditions ?

J
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Exercice 30 x* [Calculer, Modé-

liser]

Soit k£ un entier supérieur ou égal a 2.

Une urne contient k boules noires et 3 boules
blanches. Ces k + 3 boules sont indiscer-
nables au toucher. Une partie consist a pré-
lever au hasard successivement et avec re-
mise deux boules dans cette urne. On établit
la régle de jeu suivante :

. un joueur perd 9 euros si les deux
boules tirées sont de couleur blanche ;

. un joueur perd 1 euro si les deux
boules tirées sont de couleur noire ;

. un joueur gagne 5 euros si les deux
boules tirées sont de couleurs diffé-
rentes ; on dit dans ce cas la qu’il gagne
la partie.

Partie A

Dans la partie A, on pose k = 7.
Ainsi I’'urne contient 3 boules blanches et 7
boules noires indiscernables au toucher.

1. Un joueur joue une partie. On note p
la probabilité que le joueur gagne la
partie, c¢’est-a-dire la probabilité qu’il
ail tiré deux boules de couleurs diffé-
rentes. Démontrer que p = 0,42.

2. Soit n un entier tel que n > 2. Un
joueur joue n parties identiques et in-
dépendantes.

On note X la variable aléatoire qui
comptabilise nombre de parties ga-
gnées par le joueur, et p, la probabilité
que le joueur gagne au moins une fois
au cours des n parties.

(a) Expliquer pourquoi la variable X
suit une loi binomiale de para-
metres 7 et p.

(b) Exprimer p, en fonction de n,
puis calculer p,, en arrondissant
au millieme.

(c) Déterminer le nombre minimal
de parties que le joueur doit jouer
afin que la probabilité de gagner
au moins une fois soit supérieure
299 %.
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Partie B

Dans la partie B, le nombre k est un entier
naturel supérieur ou égal a 2.
Un joueur joue une partie.
On note Y, la variable aléatoire égale au gain
algébrique du joueur.
1. (a) Justifier I'égalité : p (Y, =5) =
6k
(k+3)%
(b) Ecrire la loi de probabilité de la
variable aléatoire Y,

2. On note E(Yk) I’espérance mathéma-
tique de la variable aléatoire Y,
On dit que le jeu est favorable au
joueur lorsque 1’espérance E(Yk) est
strictement positive.
Déterminer les valeurs de k pour les-
quelles ce jeu est favorable au joueur.

Exercice 31 * % %k [Calculer, \% (0

déliser|

Un examen consiste en un QCM de 15 ques-
tions. Pour chaque question, 3 réponses sont
possibles. Les étudiants répondent a chaque
question indépendamment. L’enseignant es-
time que les étudiants ayant préparé 1’exa-
men sont 70% et répondent a une question
correctement avec probabilité 0,8. Les autres
étudiants choisissent les réponses au hasard.
Il faut au moins 8 bonnes réponses pour réus-
sir I’examen.

1. Quelle est la probabilit¢ qu’un étu-
diant, choisi au hasard, réussisse I’exa-
men ?

2. Si un étudiant échoue, quelle est la
probabilité qu’il ait préparé I’examen ?
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Exercice 32 * * % [Calculer,

Chercher|

Soit X une variable aléatoire suivant une loi
binomiale de parametres n € N* et p €
10; 1[. Pour quelle(s) valeur(s) de k la pro-
babilité p, = P(X = k) est-elle maximale ?

Exercice 33 %% [Calculer, Modé-

liser]

Partie A :

Dans un pays, une maladie touche la popula-
tion avec une probabilité de 0,05.

On possede un test de dépistage de cette ma-
ladie.

On considere un échantillon de » personnes
(n = 20) prises au hasard dans la population
assimilé a un tirage avec remise.

On teste I’échantillon suivant cette méthode :
on mélange le sang de ces n individus, on
teste le mélange.

Si le test est positif, on effectue une analyse
individuelle de chaque personne.

Soit X, la variable aléatoire qui donne le
nombre d’analyses effectuées.

1. Montrer X, prend les valeurs 1 et (n+
1).

2. Prouver que P (Xn = 1) =0,95".
Etablir la loi de X, en recopiant sur la

copie et en complétant le tableau sui-
vant :

n+1

P(X,=x)

3. Quereprésente I’espérance de X, dans
le cadre de I’expérience ?

Montrer que :

E(Xn):n+1—n><0,95".

r

\.

Partie B :

1. On considere la fonction f définie
sur [20 ; 4+oo[ par f(x) = In(x) +

x In(0, 95).
Montrer que f est décroissante sur
[20 ; +ool.
2. On rappelle que lim Inx = (. Mon-
x—>+o00 X
trer que lim f(x) = —o0.
X—+00

3. Montrer que f(x) = 0 admet une
unique solution a sur [20 ; +oo[.
Donner un encadrement a 0,1 pres de
cette solution.

4. En déduire le
[20 ; +ool.

signe de f sur

Partie C :

On cherche a comparer deux types de dépis-
tages.

La premiere méthode est décrite dans la par-
tie A, la seconde, plus classique, consiste a
tester tous les individus.

La premiere méthode permet de diminuer le
nombre d’analyses des que E (X,,) < n.

En utilisant la partie B, montrer que la pre-
micre méthode diminue le nombre d’ana-
lyses pour des échantillons comportant 87
personnes maximum.

Exercice 34 * % % [Chercher, Re-

présenter, Modéliser|

On lance 1000 fois un dé équilibré a six
faces. Ecrire un algorithme en langage Py-
thon permettant d’estimer la probabilité
d’obtenir entre 140 et 190 fois le résultat 6.
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Exercice 35 % % % [Calculer, Mo-

déliser|

On observe sur une longue période le
nombre d’accidents de scooters a un carre-
four. Il est alors possible de proposer la mo-
délisation suivante : pour n scooters fran-
chissant le carrefour durant une année (n est
un grand nombre inconnu), on admet que la
variable aléatoire .S, qui totalise le nombre
d’accidents de scooters a ce carrefour du-
rant cette année suit une loi binomiale ; on
estime que 1’espérance mathématique de S,
notée E(S,) est égale a 10. Soit p la proba-
bilité pour un scooter d’étre accidenté a ce
carrefour pendant I’année considérée.

1. Calculer p, puis justifier I’égalité

e () (-2

ou k est un entier naturel tel que 0 <
k < n.

2. (a) Etablir I'égalité

1n<1 —£>
N~ n’
-10
n

In (P(S, =0)) = —10 x

ol In désigne la fonction loga-
rithme népérien; En déduire que
lim P(S,=0)=¢".

n—+oo
(b) Démontrer que :
P(S,=k+1)
n—k 10
=P(S,=k)Xx X ,
( " ) n—10 k+1
ou k est un entier naturel tel que
0<k<<n-1.

(c) Démontrer que si pour tout entier

k, lim P(Snzk) =e —,
n—+0o0 k!
alors on a également,

pourO< k+1<n:

lim P(S,=k+1) =0 107
n—+oo n B (k+ 1)'

(d) Démontrer en utilisant un raison-
nement par récurrence sur 1’en-
tier naturel k que

k
lim P (S, = k) =e 1% ouk

n—+oo . k'
est un entier naturel tel que 0 <
k <n.

3. On suppose que le nombre n est suf-

fisamment grand pour que I’on puisse

10 10%

admettre que e~ — estune approxi-

mation acceptable de P(Sn = k). Uti-
liser cette approximation pour calculer
a 10~* pres la probabilité pour qu’au
cours de cette année il y ait au moins
trois accidents de scooters a ce carre-
four.
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Exercice 36 ** [Calculer, Modé-

liser, Représenter |

Un joueur lache une bille sur un plan incliné
sur laquelle on a planté des clous (voir la fi-
gure ci-dessous). La bille est lachée depuis
la point A. A chaque clou rencontré, la bille
tombe de maniere équiprobable a gauche ou
a droite du clou. En fin de parcours, elle se
retrouve donc dans 1’une des cases numéro-
tées de 0 a 4.

A
[ )

[oft]2]3]4]

1. Pour chacune des cases, calculer la
probabilité que la bille tombe dedans.

2. On souhaite vérifier le résultat par une
modélisation informatique. Ecrire un
algorithme en langage Python permet-
tant de modéliser le lacher de 1000
billes et calculant le nombre de billes
tombées dans chacune des cases.

N

3. Tester I’algorithme a plusieurs re-
prises. Les résultats semblent-ils
conformes aux probabilités calculées
ala question 1?

Exercice37 x %% [Chercher, Cal-

culer|

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans
{0;1;...,n}. On appelle fonction généra-
trice de X la fonction polynomiale de R dans
R définie par

Gy(x) = ) px*
k=0

ol p, = P(X = k).

1. Soient X et Y deux variables aléa-
toires a valeurs dans {0;1;...,n}.
Montrer qu’elles ont méme loi si, et
seulement si, Gy = Gy.

2. Déterminer la fonction génératrice
d’une variable aléatoire X suivant une
loi binomiale de parametres » et p.

3. Montrer que pour toute variable aléa-
toire X a valeurs dans {0;1;...,n},

E(X) = G, (1)

et V(X) = GL(D+G, ()—(G, (D).

Retrouver alors 1’espérance et la va-
riance d’une variable aléatoire suivant
une loi binomiale.




