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1 Cardinal d’un ensemble

Définition 1
Soit A un ensemble fini. Le cardinal de A, noté Card(A), est le nombre d’éléments de A. )

1.1 Reéunion d’ensembles

Proposition 1
~

Soient A et B deux ensembles :

Card(A UB) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

_
Définition 2 \

Deux ensembles A et B sont disjoints si ANB = ()

Proposition 2

I(
J

Soit n > 2 un entier et A;,As, ..., A, des ensembles finis deux a deux disjoints (c’est-
a-~dire que pour tous ¢ # j, A; N A; = (), alors :

Card (A;U...UA,) =) Card(Ay).
k=1

s
&

1.2 Produit cartésien d’ensembles

Définition 3
Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B est I’ensemble, noté A x B
constitué des couples (x;y) ou x € A et y € B. On a ainsi :

AxB={(z;y) /x €A,y B}.

Exemple.
SiA={a;b}etB=1{56;7},alors AxB= {(a;5); (@:6); (a;7); (b;5); (b;6): (b;?)}.

Proposition 3

Soient A et B deux ensembles finis.

Card (A x B) = Card(A) x Card(B)

On généralise la définition du produit cartésien a un produit de plus de deux ensembles avec
la définition suivante.
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Définition 4 \
Soit n > 2 un entier. Soient Ay, Ao, ...A,, des ensembles non vides. On définit le produit
cartésien des ensembles Aq, As, ... A, par:

A1><A2><...><An:{(x1;x2;... ;) / pour tout i,xiEAi}

. J

Remarque.
Si A est un ensemble, on note A" le produit de A avec lui-méme n fois.

Définition 5
On appelle n-uplet un élément de A". J

Remarque.
On peut voir un n-uplet de A une liste d’éléments de A dans laquelle 'ordre des éléments
compte.

Proposition 4

Soit A un ensemble fini.
Card (A") = Card(A)"

Exemple.
Un immeuble est protégé par un digicode. Le code est constitué de 4 chiffres allant de 0 & 9.
Combien y’a-t-il de codes possibles ?

Solution :
Card ({0;1;...;9}*) = 10" = 10000.

2 Permutations et arrangements

2.1 Permutations

Définition 6 \

Soit n € N*. On appelle factorielle de n le nombre :

nl=nxm-—1)x...x2x 1

Définition 7
Soit n € N*. Soit A un ensemble & n éléments. Une permutation de A est un n-uplet
d’éléments de A tous distincts.

I(
J

7
&

Exemple.
Si A ={1;2;3}, les permutations de A sont : (1;2;3); (1;3;2);(2;1;3);(2;3;1);(3;1;2);(3;2;1);

Proposition 5

Soit n € N*. Soit A un ensemble a n éléments. Le nombre de permutations de A est n! J

3
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Démonstration.

Pour choisir un n-uplet d’éléments de A distincts :
« On commence par choisir un élément de A : il y a n possibilités
« On choisit ensuite un second élément (distinct du premier) : il y a n — 1 possibilités.
« On poursuit afin de choisir tous les éléments de A, un par un.

Au total, le nombre de choix possibles est donc :

nx(n—1)x...x1=nl!

2.2 Arrangements

Définition 8 <
Soit n € N* et 0 < k < n. Soit A un ensemble a n éléments. Un arrangement de k
éléments de A est un k-uplet d’éléments de A tous distincts.

&
Proposition 6
N

Soit n € N* et 0 < k < n. Soit A un ensemble a n éléments. Le nombre d’arrangements
A k éléments est :

n!
nxn—1)x...xn—k+1) = ——
(n=1)% . x ( )= e

- J
Démonstration.
La démonstration est similaire & celle de la proposition 5. Il faut cependant choisir seulement
k éléments et le produit n’est donc composé que de k termes : de n an — k + 1. O
Exemple.

Un immeuble est protégé par un digicode. Le code est constitué de 4 chiffres allant de 0 a 9 et
qui doivent étre tous différents. Combien y’a-t-il de codes possibles 7

Solution :
Cela correspond au nombre d’arrangements a 4 éléments dans {0;1;...;9}. Le nombre de
possibilités est donc :

10 x 9 x 8 x 7 = 5040.

3 Combinaisons

Définition 9 N
Soit n € N* et 0 < £ < n. Soit A un ensemble & n éléments.
Une combinaison & k éléments de A est un sous ensemble de A de cardinal k.

-
Définition 10 <

Soit n € N* et 0 < k < n. Soit A un ensemble & n éléments.

Le coefficient binomial, noté , est le nombre de combinaisons & k élements de A,

n
k
c’est-a-dire le nombre de sous-ensemble de A ayant k éléments.

U J
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Exemples.

(= ()= ()=

Remarque.
La Proposition 1 permet de calculer directement un coefficient binomial. Les calculs de facto-
rielles sont toutefois fastidieux et l'intérét de cette formule est donc surtout théorique.

Démonstration.

Soitne N et 0 <k < n.

Pour choisir une liste de k éléments parmi un ensemble de n éléments, on commence par choisir
un premier élément. Il y a n possibilités. Ensuite, on choisit un second élément. Il y a n — 1
possibilités. On choisit comme cela chaque élément jusqu’au k° élément pour lequel il y a
n — k 4+ 1 possibilités.

|
Au total,ilyadoncnx (n—1)x ... x (n—k+1) = ﬁ possibilités.
n—k)!

On a ici choisi une liste de k éléments parmi n éléments pour laquelle I'ordre du choix importe.
En revanche, dans un ensemble, ’ordre des éléments n’importe pas. Le nombre de possibilités
que nous avons déterminé compte donc plusieurs fois le méme ensemble. Or, pour ordonner k
éléments donnés, il y a k x (k—1) x ... x 2 x 1 = k! possibilités. Il faut donc diviser le nombre

de possibilités trouvé par k!.
n!

— !
Ainsi, on obtient : (Z) = (nl;!k)! = kl(nn_ k) -

Exemples.

7 7! 7! 7x6
2) T2 (T—2) 2x5 2

Pourtout n e N* et 0 < k< n:
n+1 n n
= + )
(i) =(0) + (eh)
Remarque.

La relation de Pascal (Proposition 2) est une relation de récurrence. Elle nécessite de calculer
tous les coefficients binomiaux précédents mais permet d’éviter le calcul des factorielles.

Démonstration.
Soit A un ensemble a n + 1 éléments. On considére un élément fixé que 1'on note x;.

1
Iya (Z I ) sous-ensembles de A ayant k + 1 éléments.

On va calculer ce nombre de sous-ensembles d'une autre fagon afin d’établir la formule annoncée.
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Pour choisir un sous ensemble de A ayant k + 1 éléments, on peut commencer par choisir si x;
appartient a ce sous ensemble.
Si z; appartient au sous-ensemble, il reste alors & choisir k£ éléments parmi les n restants. Il y

n
a f possibilités.
Si z; n’appartient pas au sous-ensemble, il reste & choisir k£ + 1 éléments parmi les n restants.

Ilya possibilités.

n
kE+1

Au total, le nombre de sous-ensembles possibles est (Z) + ( n

, d’ou le résultat. O
k+1

Remarque.

La relation de Pascal permet de construire le tableau suivant appelé triangle de Pascal.
Chaque coefficient s’obtient en ajoutant le coefficient au dessus de lui et celui a gauche de ce
dernier.

k012345
n

0 |1

1 |1 1

2 |1 2 1

3 |1 3 3 1

4 |11 4 6 4 1
5 (1 5 10 10 5 1

4
D’apreés le tableau, on sait par exemple que <2> = 6.

Exemple.
Dans un lycée, sept spécialités sont proposées. Un éléeve de premiére choisit trois spécialités

7
parmi les sept. Le nombre de choix possibles de triplets de spécialités est (3) = 35.

~

Histoire — Coeflicients binomiaux N

On désigne généralement par « triangle de Pascal » le tableau dé-
crit ci-dessus. Ce triangle était en réalité déja connu en Orient et
au Moyen-Orient plusieurs siécles avant la publication de Blaise
Pascal. Il était connu des mathématiciens persans au X¢ siécle
mais aussi en Chine a partir du XII1 © siécle. Plus tard, au Xvire
siecle, 'apport de Blaise Pascal (1623-1662) sera de proposer

une démonstration rigoureuse de la relation qui portera son nom. VPSSRV L R S P O
Pour la démontrer, il met en place une version aboutie du rai-
sonnement par récurrence. Triangle
\ J arithmétique
(Chine, XIII° - XIV®
siécles)
&
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QCM

d’entrainement

Savoir-faire du chapitre
N\

. Effectuer des dénombrements simples en utilisant un arbre
ou un tableau

. Différencier et utiliser en contexte une permutation, un
arrangement et une combinaison

. Manipuler les coefficients binomiaux.
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