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Introduction
Résoudre le système d’équations suivant :

x2 − x3 = 4
2x1 + 2x2 − 3x3 = 8
4x1 + x2 + x3 = 8

Résolution par l’algorithme du pivot de
Gauss
Soient x1, x2, x3 ∈ R.


x2 − x3 = 4

2x1 + 2x2 − 3x3 = 8
4x1 + x2 + x3 = 8

⇐⇒
L1↔L2


2x1 + 2x2 − 3x3 = 8

x2 − x3 = 4
4x1 + x2 + x3 = 8

⇐⇒
L3←L3−2L1


2x1 + 2x2 − 3x3 = 8

x2 − x3 = 4
−3x2 + 7x3 = −8

⇐⇒
L3←L3+3L2


2x1 + 2x2 − 3x3 = 8

x2 − x3 = 4
4x3 = 4

⇐⇒


x1 = 0,5
x2 = 5
x3 = 1

Résolution par substitution
Soient x1, x2, x3 ∈ R.


x2 − x3 = 4

2x1 + 2x2 − 3x3 = 8
4x1 + x2 + x3 = 8

⇐⇒


x2 = 4 + x3

2x1 + 2x2 − 3x3 = 8
4x1 + x2 + x3 = 8

⇐⇒


x2 = 4 + x3

2x1 + 2 (4 + x3) − 3x3 = 8
4x1 + (4 + x3) + x3 = 8

⇐⇒


x2 = 4 + x3

2x1 − x3 = 0
4x1 + 2x3 = 4

⇐⇒


x2 = 4 + x3
x3 = 2x1

4x1 + 2× 2x1 = 4

⇐⇒


x2 = 5
x3 = 1
x1 = 0,5

Méthode – Algorithme du pivot de Gauss pour résoudre un système

On effectue des opérations sur les lignes consistant à :
• Permuter entre elles deux lignes du système pour faire apparaître un nombre non
nul dans le coin supérieur gauche (le pivot)

• Multiplier une ligne du système par un nombre non nul.
• Faire une opération de la forme Li ←− Li − λLj (transvection) afin de faire
apparaître un 0.
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Remarque.
L’avantage de la méthode du pivot de Gauss réside dans le fait que les calculs se mènent in-
dépendamment sur la partie gauche et la partie droite des égalités. Ainsi, si l’on souhaite par

exemple résoudre le système


x2 − x3 = 4

2x1 + 2x2 − 3x3 = 8
4x1 + x2 + x3 = 8

, les calculs à gauche des signes

« égal » resteront les mêmes. Cela n’est en revanche pas le cas dans la méthode de résolution
par substitution. Pour cette raison, on privilégiera donc la méthode du pivot de Gauss.

De plus, le fait que les calculs se font indépendamment à gauche et à droite des signes « égal »
permet, pour ainsi dire, de ne s’intéresser qu’à la partie de gauche. On omet même de noter
les variables et on résume les coefficients du système dans un tableau, appelé matrice. Pour le
système résolu ci-dessus, la matrice associée au système est0 1 −1

2 2 −3
4 1 1



Histoire – Matrices
Si le terme « matrice » date du xixe siècle, l’idée de former un
tableau des coefficients pour résoudre un système d’équations li-
néaires est en revanche beaucoup plus ancienne. Ainsi, le texte
chinois intitulé Les Neuf Chapitres sur l’art mathématique, écrit
vers le iie siècle av. J.-C., contient des tableaux permettant de
résoudre des systèmes d’équations. Ces mêmes idées seront bien
plus tard à l’origine de la théorie des matrices. Notons enfin qu’au
xixe siècle, beaucoup de propriétés sur les matrices seront démon-
trées d’abord sur des matrices à 2 ou 3 lignes et colonnes avant
d’être généralisées dans le cas général.

Les Neuf Chapitres sur
l’art mathématique
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1 Matrices : définitions et premières propriétés

1.1 Définitions

Dans tout le chapitre, K désigne l’ensemble R ou C.

Définition 1
• Une matrice à coefficients dans K et de taille n ×m est un tableau de nombres
appartenant à K et possédant n lignes et m colonnes.

• L’ensemble des matrices à coefficients dans K et de taille n×m est notéMn,m (K).

Exemple.

La matrice
(

1
√
2 0

−6 0 9

)
est une matrice de taille 2× 3 à coefficients dans R.

Remarque.
En général, on note (ai,j) avec 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 m la matrice à n lignes et m colonnes,
où ai,j désigne le coefficient situé à la ie ligne et je colonne. On utilise parfois aussi la notation
suivante : 

a1,1 . . . a1,j . . . a1,m
...

...
...

ai,1 . . . ai,j . . . ai,m
...

...
...

an,1 . . . an,j . . . an,m


Définition 2

Soit M une matrice.
• Lorsque n = 1, on dit que M est une matrice ligne.
• Lorsque m = 1, on dit que M est une matrice colonne.
• Lorsque n = m, on dit que M est une matrice carrée d’ordre n.
• Lorsque n = m et que pour tout i 6= j, ai,j = 0, on dit que M est une matrice
diagonale.

• La matrice identité d’ordre n est la matrice diagonale de taille n× n dont tous
les coefficients diagonaux sont égaux à 1. On la note In.

• La matrice nulle de taille n × m est la matrice de taille n × m, dont tous les
coefficients sont nuls. On la note 0n×m.

Définition 3
Deux matrices A et B sont égales si et seulement si elles sont de même tailles et ont les
mêmes coefficients.
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Définition 4
Une matrice carrée A = (ai,j) est dite symétrique lorsque pour tous i et j, ai,j = aj,i.

Exemple.

La matrice

 1
√
2 4√

2 0 −8
4 −8 7

 est une matrice symétrique.

1.2 Somme de matrices et multiplication d’une matrice par un sca-
laire

Définition 5
Soient A = (ai,j) et B = (bi,j) deux matrices de taille n×m.

• La somme des matrices A et B, notée A+B, est la matrice C = (ci,j) de taille
n×m telle que, pour tous 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 m, on a ci,j = ai,j + bi,j.

• Le produit de la matrice A par λ ∈ K, noté λA, est la matrice M = (mi,j) de
taille n×m telle que, pour tous 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 m, on a mi,j = λ× ai,j.

Exemple.

Si A =

(
1 2
−4 3

)
et B =

(
5 0
1 3

)
.

On a alors A+ B =

(
6 2
−3 6

)
.

et 3A =

(
3 6
−12 9

)
.

Proposition 1

Soient A, B et C trois matrices de même taille et α, β ∈ K.
• A+ B = B+ A (commutativité de la somme de matrices)
• (A+ B) + C = A+ (B+ C) (associativité de la somme de matrices)
• 1× A = A.
• (α + β)A = αA+ βA
• α(A+ B) = αA+ βB

Définition 6
• On appelle opposé de A la matrice (−1)× A. On la note −A.
• On note A− B la matrice A+ (−B).
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2 Applications linéaires et matrices
Dans toute la suite, et par abus de notation, on identifiera un vecteur ~v avec ses coordonnées.

Par exemple, pour un vecteur ~v

ab
c

 et une application f : R3 −→ R3, on notera indifférem-

ment f(a ; b ; c) ou f(~v) l’image de (a ; b ; c) par f .

2.1 Applications linéaires

Définition 7
Soient n et m deux entiers naturels non nuls. On considère une application f : Km −→
Kn.
On dit que f est linéaire si pour tous ~u,~v ∈ Km et λ ∈ K :

f (~u+ ~v) = f(~u) + f(~v)
et
f (λ~u) = λf(~u)

Définition 8
L’ensemble des applications linéaires de Km dans Kn est noté L (Km,Kn).

Proposition 2

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Démonstration.
Voir exercice.

Définition 9 – (Propriété/Définition)

Soient n et m deux entiers naturels non nuls.
Une application f : Km −→ Kn est linéaire si, et seulement si, il existe (ai,j) ∈Mn,m(K)
telle que, pour tout (x1, x2, . . . , xm) ∈ Km,

f(x1, x2, . . . , xm) =


a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,mxm
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,mxm

. . .

. . .
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,mxm

 .

On dit que la matrice A = (ai,j) est la matrice associée à f et on note

Mat(f) = A.

Démonstration.
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Soit f : Km −→ Kn.
• Supposons qu’il existe (ai,j) ∈Mn,m(K) telle que, pour tout (x1, x2, . . . , xm) ∈ Km,

f(x1, x2, . . . , xm) =


a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,mxm
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,mxm

. . .

. . .
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,mxm

 .

On va montrer que f est linéaire.

Soient ~u(x1 ;x2 ; . . . ;xm) ∈ Km et ~v(y1 ; y2 ; . . . ; ym) ∈ Km deux vecteurs et soit λ ∈ K.

D’une part,

f(~u) + f(~v) = f(x1, x2, . . . , xm) + f(y1, y2, . . . , ym)

=


a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,mxm
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,mxm

. . .

. . .
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,mxm

+


a1,1y1 + a1,2y2 + . . .+ a1,mym
a2,1y1 + a2,2y2 + . . .+ a2,mym

. . .

. . .
an,1y1 + an,2y2 + . . .+ an,mym



=



(
a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,mxm

)
+
(
a1,1y1 + a1,2y2 + . . .+ a1,mym

)(
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,mxm

)
+
(
a2,1y1 + a2,2y2 + . . .+ a2,mym

)
. . .
. . .(

an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,mxm

)
+
(
an,1y1 + an,2y2 + . . .+ an,mym

)



=


a1,1(x1 + y1) + a1,2(x2 + y2) + . . .+ a1,m(xm + ym)
a2,1(x1 + y1) + a2,2(x2 + y2) + . . .+ a2,m(xm + ym)

. . .

. . .
an,1(x1 + y1) + an,2(x2 + y2) + . . .+ an,m(xm + ym)


= f(~u+ ~v)
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D’autre part,

f(λ~u) = f(λx1 ;λx2 ; . . . ;λxm)

=


a1,1λx1 + a1,2λx2 + . . .+ a1,mλxm
a2,1λx1 + a2,2λx2 + . . .+ a2,mλxm

. . .

. . .
an,1λx1 + an,2λx2 + . . .+ an,mλxm



= λ


a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,mxm
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,mxm

. . .

. . .
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,mxm


= λf(~u)

Ainsi, on a bien montré que f est une application linéaire.

• Réciproquement, supposons que f est linéaire.

Pour 1 6 i 6 m, on note ~ei



0
...
0
1
0
...
0


← (1 en position i).

Ainsi, pour tous x1, x2, . . . , xm ∈ K :

f(x1, x2, . . . , xm) = f
(
x1~e1 + x2~e2 + . . .+ xm ~em

)
= f(x1~e1) + f(x2~e2) + . . .+ f(xm ~em)

= x1f(~e1) + x2f(~e2) + . . .+ xmf( ~em)

On pose


a1,1
a2,1
...
an,1

 = f(~e1),


a1,2
a2,2
...
an,2

 = f(~e2), . . . et


a1,m
a2,m
...

an,m

 = f( ~em). On a alors,

f(x1, x2, . . . , xm) = x1


a1,1
a2,1
...
an,1

+ x2


a1,2
a2,2
...
an,2

+ . . .+ xm


a1,m
a2,m
...

an,m



=


a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,mxm
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,mxm

. . .

. . .
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,mxm


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Exemple.

L’application f : R2 −→ R3 définie par f(x1, x2) =

3x1 + 4x2
−x1

−2x1 + x2

 est une application linéaire.

On a Mat(f) =

 3 4
−1 0
−2 1

 (matrice de taille 3× 2).

Remarque.
Si f : Km −→ Kn est une application linéaire avec Mat(f) = (ai,j), on a démontré qu’alors,

f


1
0
...
0

 =


a1,1
a2,1
...
an,1

 , f


0
1
0
...

 =


a1,2
a2,2
...
an,2

 , . . .

Autrement dit, les colonnes de la matrice sont les images des vecteurs de base ~e1, ~e2, . . . , ~em.

Remarque.
Résoudre un système linéaire d’équations revient à déterminer les antécédents de l’application
linéaire associée au système.

Histoire – Applications linéaires

Les transformations linéaires sont étudiées sous le nom de « sub-
stitutions linéaires » par Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
et par Carl Friedrich Gauß (1777-1855). Ils se sont en fait
intéressés à ces objets mathématiques afin d’étudier les formes
quadratiques à deux et trois variables (une forme quadratique
est par exemple l’application f(x ; y) = x2 − 2y − 2).

Joseph Louis Lagrange

Proposition 3

La matrice associée à une application linéaire f ∈ L (Km,Kn) est unique.

Démonstration.
Soit f ∈ L (Rm,Rn). On considère deux matrices A = (ai,j) et B = (bi,j) associées à f , c’est à
dire que, pour tout (x1, x2, . . . , xm) ∈ Km,

f(x1, x2, . . . , xm) =


a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,mxm
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,mxm

. . .

. . .
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,mxm

 =


b1,1x1 + b1,2x2 + . . .+ b1,mxm
b2,1x1 + b2,2x2 + . . .+ b2,mxm

. . .

. . .
bn,1x1 + bn,2x2 + . . .+ bn,mxm

 .
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Pour (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), on voit que les coefficients ai,j et bi,j de la colonne
correspondante à la position du 1 sont égaux. Par suite, on en déduit que, pour tous i et pour
tous j, ai,j = bi,j.
Cela signifie que A = B.

2.2 Définition du produit de matrices

Remarque.

On considère deux applications linéaires f et g deK3 dansK3 avecMat(f) =

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3


et Mat(g) =

b1,1 b1,2 b1,3
b2,1 b2,2 b2,3
b3,1 b3,2 b3,3

. On souhaite déterminer Mat(f ◦ g).

Pour tout (x1, x2, x3) ∈ K3 :

f ◦ g(x1, x2, x3)
=f (g(x1, x2, x3))

=f

b1,1x1 + b1,2x2 + b1,3x3
b2,1x1 + b2,2x2 + b2,3x3
b3,1x1 + b3,2x2 + b3,3x3


=

a1,1 (b1,1x1 + b1,2x2 + b1,3x3) + a1,2 (b2,1x1 + b2,2x2 + b2,3x3) + a1,3 (b3,1x1 + b3,2x2 + b3,3x3)
a2,1 (b1,1x1 + b1,2x2 + b1,3x3) + a2,2 (b2,1x1 + b2,2x2 + b2,3x3) + a2,3 (b3,1x1 + b3,2x2 + b3,3x3)
a3,1 (b1,1x1 + b1,2x2 + b1,3x3) + a3,2 (b2,1x1 + b2,2x2 + b2,3x3) + a3,3 (b3,1x1 + b3,2x2 + b3,3x3)


=

(a1,1b1,1 + a1,2b2,1 + a1,3b3,1)x1 + (a1,1b1,2 + a1,2b2,2 + a1,3b3,2)x2 + (a1,1b1,3 + a1,2b2,3 + a1,3b3,3)x3
(a2,1b1,1 + a2,2b2,1 + a2,3b3,1)x1 + (a2,1b1,2 + a2,2b2,2 + a2,3b3,2)x2 + (a2,1b1,3 + a2,2b2,3 + a2,3b3,3)x3
(a3,1b1,1 + a3,2b2,1 + a3,3b3,1)x1 + (a3,1b1,2 + a3,2b2,2 + a3,3b3,2)x2 + (a3,1b1,3 + a3,2b2,3 + a3,3b3,3)x3


Ainsi, on voit que

Mat(f◦g) =

a1,1b1,1 + a1,2b2,1 + a1,3b3,1 a1,1b1,2 + a1,2b2,2 + a1,3b3,2 a1,1b1,3 + a1,2b2,3 + a1,3b3,3
a2,1b1,1 + a2,2b2,1 + a2,3b3,1 a2,1b1,2 + a2,2b2,2 + a2,3b3,2 a2,1b1,3 + a2,2b2,3 + a2,3b3,3
a3,1b1,1 + a3,2b2,1 + a3,3b3,1 a3,1b1,2 + a3,2b2,2 + a3,3b3,2 a3,1b1,3 + a3,2b2,3 + a3,3b3,3



La remarque précédente nous mène à définir le produit de deux matrices de la façon suivante :

Définition 10
Si A est une matrice de taille n × p et B une matrice de taille p ×m, le produit des
matrices A et B , noté A × B ou AB, est la matrice C = (ci,j) de taille n ×m telle
que, pour tous 1 6 i 6 n et 1 6 j 6 m, on a :

ci,j =

p∑
k=1

ai,kbk,j.

10
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a1,1 a1,2 . . . a1,p

a2,1 a2,2 . . . a2,p

...
... . . . ...

an,1 an,2 . . . an,p





b1,1 b1,2 . . . b1,m

b2,1 b2,2 . . . b2,m

...
... . . . ...

bp,1 bp,2 . . . bp,m





c1,1 c1,2 . . . c1,m

c2,1 c2,2 . . . c2,m

...
... . . . ...

cn,1 cn,2 . . . cn,m





a 2
,1
×
b 1,
2

a 2
,2
×
b 2,
2

a 2
,p
×
b p,

2

+

+ . . .+

Proposition 4

Soient f : Kp −→ Kn et g : Km −→ Kp deux applications linéaires. On a alors

Mat(f ◦ g) = Mat(f)×Mat(g).

Démonstration.
Dans le cas où n = m = 3, cela découle directement de la remarque précédente.

2.3 Propriétés du produit de matrices

Proposition 5 – (admise)

Soient A, B et C trois matrices et λ ∈ K. Sous réserve de définition des produit et des
sommes, on a :

• (A× B)× C = A× (B× C) (associativité du produit de matrices)
• A× (B+ C) = A× B+ A× C (distributivité à gauche)
• (A+ B)× C = A× C+ B× C (distributivité à droite)
• (λA)× B = A× (λB) = λ(A× B).
• In × A = A × In = A. (In est l’élément neutre pour la multiplication de
matrices)

Remarque.
Le produit matriciel n’est pas commutatif. On a en général, A× B 6= B× A.

11
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Définition 11
Soient A une matrice carrée n et k ∈ N.
La puissance ke de A, notée Ak est la matrice

Ak = A× A× . . .× A︸ ︷︷ ︸
k facteurs

.

Remarque.
Si A est une matrice non nulle, A0 = In.

Histoire – Opérations sur les matrices

En 1858, le mathématicien britannique Arthur Cayley (1821-
1895) publie un article intitulé A memoir on the Theory of Ma-
trices dans lequel il définit les opérations usuelles du calcul ma-
triciel (addition, multiplication, inversibilité) et montre les pro-
priétés de distributivité et d’associativité. Il utilise en fait les
matrices d’une façon abstraite et beaucoup plus générale que ce
qui avait été fait avant lui.

Arthur Cayley

3 Inverse de matrice et résolution de systèmes linéaires

3.1 Cadre général

On considère le système de n équations linéaires suivant, d’inconnues x1, x2, . . . , xn :
a1,1x1 + a1,2x2 + . . .+ a1,nxn = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + . . .+ a2,nxn = b2

. . .

. . .
an,1x1 + an,2x2 + . . .+ an,nxn = bn

En posant A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n
...

...
...

...
an,1 an,2 . . . an,n

, X =


x1
x2
...
xn

, et B =


b1
b2
...
bn

, on voit que le système

précédent se réécrit de la manière suivante :

AX = B.

12
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Définition 12
Une matrice carrée A d’ordre n est inversible lorsqu’il existe une matrice carrée B d’ordre
n telle que :

A× B = B× A = In.

La matrice B est appelée l’inverse de la matrice A et est notée A−1.

Proposition 6

En reprenant les notations précédents, si A est inversible, alors le système AX = B
admet une unique solution donnée par la matrice colonne X = A−1 × B.

Démonstration.

AX = B⇐⇒ A−1 × (AX) = A−1 × B
⇐⇒ (A−1A)X = A−1 × B
⇐⇒ In × X = A−1 × B
⇐⇒ X = A−1 × B

3.2 Algorithme du pivot de Gauss

Dans l’algorithme du pivot de Gauss, les opérations effectuées à chaque étape reviennent à
multiplier la matrice du système (à gauche) par certaines matrices. Plus précisément :

• Multiplier la ie ligne par un scalaire non nul λ revient à multiplier le système par la
matrice suivante (matrice de dilatation) :

1 0 . . . . . . 0

0 1
. . . ...

... . . . λ
. . . ...

... . . . 1 0
0 . . . . . . 0 1


• Échanger la ligne i et la ligne j revient à multiplier le système par la matrice suivante
(matrice de permutation) :

1 0 . . . . . . . . . 0

0 1
. . . ...

... . . . 0
. . . 1

...
... . . . 1

. . . ...
... 1

. . . 0 0
0 . . . . . . . . . 0 1


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• Ajouter λ × Ligne i à la ligne j revient à multiplier le système par la matrice suivante
(matrice de transvection) 

1 0 . . . . . . . . . 0

0 1
. . . ...

... . . . 1
. . . ...

... . . . 1
. . . ...

... λ
. . . 1 0

0 . . . . . . . . . 0 1


Définition 13

L’ensemble des matrices de dilatation, de permutation et de transvection sont appelées
matrices élémentaires.

Proposition 7

Toute matrice élémentaire est inversible. Par ailleurs, l’inverse d’une matrice élémentaire
est une matrice élémentaire.

Démonstration.
• L’opération inverse d’une dilatation de rapport λ est une dilation de rapport 1

λ
. On en

déduit qu’une matrice de dilatation est inversible et que son inverse est une matrice de
dilatation.

• L’opération inverse d’une permutation est cette permutation elle même. On en déduit
qu’une matrice de permutation est inversible et qu’elle est égale à son inverse (elle vérifie
A = A−1)

• L’opération inverse de la transvection Lj ← Lj+λLi est la transvection Lj ← Lj−λLi.
On en déduit qu’une matrice de transvection est inversible et que son inverse est une
matrice de transvection.

Proposition 8

Soit A une matrice carrée d’ordre n et inversible. Il existe des matrices élémentaires
P1,P2, . . . ,Pk telles que Pk × . . .× P2 × P1 × A = In.
On a alors A−1 = Pk × . . .× P2 × P1.

Démonstration.
On applique les différentes étapes du pivot de Gauss à la matrice A afin d’obtenir une matrice
de la forme suivante :

M =



∗ � . . . . . . . . . �
0 ∗ . . . ...
... . . . ∗ . . . ...
... . . . ∗ . . . ...
... . . . ∗ �
0 . . . . . . . . . 0 ∗


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Chaque coefficient représenté par une étoile sera en fait non nul étant donné que A est inver-
sible et que le système correspondant admet une unique solution.
Par des dilations successives, il est donc possible d’obtenir des 1 sur la diagonale. On utilise
ensuite des transvections afin de faire apparaître des 0 sur les coefficients strictement au dessus
de la diagonale. Finalement, on obtient bien la matrice In.
Comme le fait d’effectuer des permutations, des dilatations et des transvections revient exac-
tement à multiplier la matrice A à gauche par des matrices élémentaires, on en déduit qu’il
existe bien des matrices élémentaires Pi telles que In = Pk × . . .× P2 × P1 × A.

Remarque.
• Si A n’est pas inversible, la matrice obtenue par le pivot de Gauss dans la démonstration
précédente aura nécessairement un coefficient nul sur la diagonale.

• Si A est inversible, comme A−1 = Pk × . . .× P2 × P1 = Pk × . . .× P2 × P1 × In, on voit
que si l’on part de la matrice identité et que l’on effectue les permutations, dilatations
et transvections correspondant aux matrices Pi, on obtient la matrice A−1.

Méthode – Déterminer l’inverse d’une matrice (lorsque l’inverse existe)

• On effectue l’algorithme du pivot de Gauss afin d’obtenir la matrice In (si après
avoir effectué l’algorithme du pivot, certains coefficients de la diagonale sont nuls,
la matrice n’est pas inversible).

• Pour obtenir l’inverse de la matrice, il suffit d’appliquer les mêmes opérations dans
le même ordre à la matrice In.

Exemple.

Montrer que la matrice A =

(
2 3
1 5

)
est inversible est déterminer A−1.

Solution :
On effectue l’algorithme du pivot de Gauss :(
2 3
1 5

)
−→
L1↔L2

(
1 5
2 3

)
−→

L2←L2−2L1

(
1 5
0 −7

)
−→

L2←− 1
7
L2

(
1 5
0 1

)
−→

L1←L1−5L2

(
1 0
0 1

)
.

On effectue alors les mêmes opérations à la matrice I2 :(
1 0
0 1

)
−→
L1↔L2

(
0 1
1 0

)
−→

L2←L2−2L1

(
0 1
1 −2

)
−→

L2←− 1
7
L2

(
0 1
−1

7
2
7

)
−→

L1←L1−5L2

(
5
7
−3

7

−1
7

2
7

)
= A−1.

3.3 Cas particulier des matrices de taille 2

Définition 14

Soit A =

(
a b
c d

)
une matrice carrée d’ordre 2.

Le déterminant de A est le nombre noté det(A) et défini par :

det(A) = ad− bc.

15
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Proposition 9

Une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son déterminant est non nul.

en particulier, si A =

(
a b
c d

)
est inversible, A−1 =

1

det(A)

(
d −b
−c a

)
.

Démonstration.
Soit A =

(
a b
c d

)
. On pose B =

(
d −b
−c a

)
.

On calcule A× B :

A× B =

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
.

• Si det(A) 6= 0, alors A× 1

det(A)
B =

1

det(A)

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
= I2.

• Si det(A) = 0, on veut montrer que A n’est pas inversible.
On suppose par l’absurde que A est inversible.

A× B =

(
0 0
0 0

)
donc A−1 × A× B = A−1 ×

(
0 0
0 0

)
donc B =

(
0 0
0 0

)
donc A =

(
0 0
0 0

)
Cela est impossible car on a supposé que A était inversible.

Histoire – Origine du mot matrice

La notion de déterminant se généralise pour des matrices de taille
supérieure. En fait, c’est même le calcul de déterminants parti-
culiers, appelés mineurs qui a inspiré le nom de « matrice » à
son inventeur James Joseph Sylvester (1814-1897). Dans un
article de 1851, il précise : « I have in previous papers defined a
“Matrix” as a rectangular array of terms, out of which different
systems of determinants may be engendered as from the womb of
a common parent. » C’est ainsi qu’un terme dont l’origine étymo-
logique se rapporte à la mère (du latin matricis) a été employé
pour désigner un tableau de nombres.

James Joseph Sylvester
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Savoir-faire du chapitre

• Calculer des sommes, des produits et des puissances de
matrices.

• Déterminer, s’il existe, l’inverse d’une matrice à l’aide du
pivot de Gauss.

• Utiliser le calcul matriciel pour résoudre un système li-
néaire.

• Modéliser une situation par une matrice.

QCM
d’entrainement
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