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1 L’ensemble des nombres premiers

Définition 1
Un entier naturel est un nombre premier s’il admet exactement deux diviseurs positifs :
1 et lui méme.

Exemples.
La liste des nombres premiers inférieurs & 30 est la suivante : 2 ;3 ;5 ;7 ;11 ;13 ;17 ;19 ;
23 ; 29.

Remarque.
L’entier 1 n’est pas un nombre premier car il n’admet qu’'un seul diviseur.

Proposition 1

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est divisible par un nombre premier. J

Démonstration.
On va montrer par récurrence que la propriété P(n) :« Tout entier naturel compris entre 2 et
n est divisible par un nombre premier » est vraie pour tout entier n > 2.
Initialisation : Pour n = 2, la propriété est vraie car 2 est divisible par 2 qui est premier.
Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n > 2 et montrons qu’alors
P(n+ 1) est vraie.
Soit k& un entier tel que 2 < k < n + 1. L’objectif est de montrer que £ est divisible par un
nombre premier.
Si 2 < k < n, d’aprés P(n), il est clair que k est divisible par un nombre premier.
Si kK =n+ 1, on distingue deux cas :
« Si k est premier, il est divisible par lui-méme donc par un nombre premier.
. Si k n’est pas premier, cela signifie qu’il existe des entiers a et b tels que k = ab et tels
que2<a<<net2<bn.
On peut alors appliquer ’hypothése P(n) a l'entier a. Ainsi, a est divisible par un
nombre premier p. Par conséquent, p|a et alk donc, par transitivité, p|k.
Dans tous les cas, on a montré que P(n + 1) est vraie. ]

Remarque. La propriété de récurrence est ici un peu particuliére. Elle concerne tout entier
inférieur ou égal a n et pas seulement I’entier n. On dit qu’il s’agit d’une propriété de récurrence
forte.

Proposition 2

Soit n > 2.
. Soit n est un nombre premier ;
. Soit n est divisible par un nombre premier compris entre 2 et \/n.

Démonstration.
Soit n > 2. Supposons que n ne soit pas premier.
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Cela signifie qu’il existe des entiers a et b, avec a > 1 et b > 1 tels que n = ab.
L’un des deux entiers a, ou b est inférieur ou égal & \/n car sinon, on aurait ab > n.
Supposons par exemple, que a < y/n (le cas b < /n se traite de la méme maniére).
D’apreés la propriété 1, a est divisible par un nombre premier p. Comme pla et a|n, on en déduit,
par transitivité que p|n. De plus, on a bien p < y/n.

O

Méthode — Démontrer qu’un entier est premier

« Dresser la liste de tous les nombres premiers inférieurs ou égaux a /n.
. Vérifier qu’aucun de ces nombres ne divise n.

Exemple.
Montrer que 'entier 71 est premier.

Solution :

Supposons par I'absurde que 71 ne soit pas premier.

Il existerait alors un diviseur premier de 71 compris entre 2 et /71.

Or /71 < 9. Ainsi, 71 serait divisible par l'un des entiers suivants : 2, 3, 5, 7.
. D’apres les critéres de divisibilité, il est clair que 2, 3 et 5 ne divisent pas 71.
« De plus, 7 ne divise pas 71 car le reste de la division de 71 par 7 est 1.

Finalement, aucun de ces nombres ne divise 71, ce qui est absurde.

Cela signifie que 71 est premier.

Proposition 3

Il existe une infinité de nombres premiers. J

Démonstration.

Supposons par ’absurde qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombre premiers.

On note py, pa, ..., p, ces nombres premiers. On considére alors 'entier N = p1 Xpa X. .. Xp,+1.
D’aprés la propriété 1, N est divisible par I’'un des nombres premiers.

Autrement dit, il existe 1 <7 < n tel que p; divise N.

On a donc N =0 [p,]

Or, N=p; X pa X ... X pp+1=1[p;], ce qui est absurde. ]

Histoire — Infinité des nombres premiers
\

L’infinité de I’ensemble des nombres premiers est énoncé et dé-
montré dans les Eléments d’Euclide. Plus tard, les mathémati-
ciens continuérent d’étudier la répartition des nombres premiers.
Par exemple, en utilisant les congruences, l'allemand Gustav
Lejeune Dirichlet (1805-1859) a pu ¢tablir le théoréme de
progression arithmétique : si a et b sont premiers entre eux, il
existe une infinité de nombres premiers de la forme an + b.
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2 Décomposition en produit de facteurs premiers

Proposition 4

Pour tout entier n > 2, il existe des nombres premiers distincts p1, po, ..., pr et des
entiers aq, g, ..., ax tels que n = pi* X pg? X ... X pp*.
De plus, cette décomposition est unique a l'ordre des facteurs pres.

Démonstration.

Démontration de ’existence : On va montrer par récurrence que la propriété P(n) :« Pour
entier naturel £ compris entre 2 et n, k se décompose en produit de nombres premiers » est
vraie pour tout entier n > 2.

Initialisation : Il est clair que P(2) est vraie.

Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier n > 2 et montrons qu’alors
P(n + 1) est vraie.

Pour montrer que P(n + 1) est vraie, il suffit de montrer que n + 1 admet une décomposition
en produit de nombres premiers.

Si n+ 1 est un nombre premier, alors P(n + 1) est vraie.

Sinon, d’aprés la propriété 1, n + 1 admet un diviseur premier p. Par conséquent, il existe un
entier k tel que n 4+ 1 = kp (avec 2 < k < n).

D’aprés 'hypothése P(n), k se décompose en produit de nombres premiers et par conséquent,
n + 1 aussi. Ainsi, on a montré que P(n + 1) est vraie.

Démontration de I'unicité : Soit n > 2. On suppose par I'absurde qu’un certain nombre
premier p apparait avec l’exposant @ dans une décomposition de n et avec I'exposant § dans
une autre décomposition de n (avec éventuellement § = 0 si p n’apparait pas dans la deuxiéme
décomposition).

Ainsi, il existe des entiers a et b premiers avec p tels que n = p®a et n = p°b.

Si a > 3, alors a = p*?b. Par conséquent, pla, ce qui est impossible.

De méme si 3 > «, alors b = p?~“a. Par conséquent, p|b, ce qui est impossible.

Finalement, on a montré que a = 3, ce qui prouve I'unicité de la décomposition. O

Proposition 5 — Corollaire
N

Soit n > 2 un entier dont la décomposition en produit de nombres premiers est
n=pi*t X p3? x ... x pp*. Alors,
. les diviseurs de n sont les nombres de la forme :
n= pfl X p§2 X ... X pf’“ (avec 0 < B; < «y, pour tout 7).

« le nombre de diviseurs de n est (o + 1)(aa + 1) ... (ar + 1).

|
J

Méthode — Deéterminer 1’ensemble des diviseurs d’un entier

« Décomposer I'entier en produit de nombres premiers.
o Enumérer les diviseurs en utilisant un arbre permettant de lister les différentes
possibilités.

r
\
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Exemple.
Déterminer ’ensemble des diviseurs de 88.

Solution :
88 = 23 x 11 donc ses diviseurs sont de la forme 2% x 1152 avec 0 < B; < 3 et 0 < By < 1.
L’arbre suivant permet d’énumérer toutes les possibilités.

119 — 1
90 ——
\
111 — 11
119 — 2
ol —
\
119 — 4
\
111 — 44
119 — 8
9y ——
\
111 — 88

Ainsi, les diviseurs de 88 sont 1, 2, 4, 8, 11, 22, 44 et 88.

Proposition 6
N

Soient n et m deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2. On suppose, quitte & utiliser
des exposants nuls, que m et n peuvent s’écrire sous forme de produit de nombres premiers
de la maniére suivante :

n=pit X py? X ... Xp* et m:p11><p§2><...><p£’“.

On a alors : . . ‘
. PGCD(n : m) _ prlnm(al B1) % p;mn(tm B2) Y pzmn(ak Br)
° PPCM(n ’ m) == prflax(al /61) X pglax(aQ '32) X ... X pzla'x(ak ﬂk)

Exemple.

Les décompositions de 126 et 196 sont 126 = 2 x 32 x 7 et 196 = 22 x 3% x 72,
Par conséquent, PGCD(126;196) = 2! x 3° x 7! = 14.

De plus, PPCM(126;196) = 22 x 3% x 7? = 1764.

Remarque.

En pratique, pour des grands nombres, la décomposition en produit de nombres premiers est
difficile & obtenir. La meilleure méthode pour déterminer un PGCD reste donc 'algorithme
d’Euclide. La propriété 6 ci-dessus peut néanmoins avoir un intérét pour résoudre des questions
d’ordre théorique.
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3 Petit théoréme de Fermat

Proposition 7 — Lemme

Si p est un nombre premier et k£ un entier tel que 1 < k < p — 1, alors p divise (Z)

Démonstration.

|
Soit p un nombre premier et k£ un entier tel que 1 <A< p—1.0On a py_ P
k El(p — k)!
|
Par conséquent, k! (z) = ﬁ

Comme k£ > 1, on voit que p divise

p!
(p— k)
Cela signifie que p divise k! (z)

Or, comme k < p — 1, k! et p sont premiers entre eux.

D’aprés le théoréme de Gauss, on en déduit donc que p divise (z) O
Proposition 8
Si p est un nombre premier alors pour tout entier a, a? = a [p]. )
Démonstration.

Soit p un nombre premier.

Montrons par récurrence que la propriété P(a) :« a? = a[p] » est vraie pour tout entier a > 0.
Initialisation : Il est clair que P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons que P(a) soit vraie pour un certain entier a > 0 et montrons qu’alors
P(a+ 1) est vraie.

On a :

p—1
:1+< (p)ak>—|—ap
k
k=1
=1+d"[p] <Car pour tout 1 < k < p— 1, p divise (Z))

=1+alp] (d’aprésl’hypothése P(a))

Ainsi, on a montré que (a + 1)? = a + 1 donc P(a) + 1 est vraie.
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Proposition 9 — Petit théoréme de Fermat

Si p est un nombre premier et si a est un entier non divisible par p, alors a?~! = 1 [p]. )

Remarque.
Dans le cas oul a est divisible par p, on a a?~! = 0[p].

Démonstration.

Soit p un nombre premier et a un entier non divisible par p.

D’aprés la propriété précédente, a? = ap]  (*).

Or, comme p est premier et ne divise pas a, p est donc premier avec a.
Par conséquent, a est inversible modulo p.

En multipliant P’égalité (%) par I'inverse de a, on obtient a?~' =1 [p).

Exemple.

29 est un nombre premier et 250 n’est pas divisible par 29. On a donc 250% = 1[29].

Histoire — Grand théoréme de Fermat <

Le petit théoréme de Fermat est & distinguer du grand théoréme
de Fermat, beaucoup plus difficile & démontrer. Ce théoréme in-
dique que I'équation " 4+ y™ = 2" (ol n est un entier supérieur
ou égal a 3) admet aucune solution entiére et non nulle. Dans un
ouvrage publié au XVII® siécle, Pierre de Fermat avait énoncé
ce résultat en ajoutant : « j’en ai découvert une démonstration
véritablement merveilleuse que cette marge est trop étroite pour
contenir ». Il s’était vraisemblablement trompé et de nombreux
mathématiciens ont cherché a démontré ce résultat depuis. En
particulier, au XIX® siécle, Sophie Germain (1776-1831) a
démontré le théoréme pour une certaine classe d’exposants (les
nombres premiers dits de Sophie Germain). Finalement, ce n’est
qu’en 1994, plus de 350 ans apres que Fermat ait énoncé le théo-
réme, que le britannique Andrew Wiles parvient & une démons-

tration compléte.
. J

Savoir-faire du chapitre
~\

. Déterminer si un nombre est premier ou non.

o Dresser la liste des nombre premiers inférieurs & un
nombre donné.

. Décomposer un nombre en produit de facteurs premiers.

. Déterminer les diviseurs d’un entier a partir de la décom-
position en facteurs premiers.

« Déterminer le PGCD et le PPCM de deux entiers a partir
de la décomposition en facteurs premiers.

. Cacluler des puissances modulo un nombre premier en uti-
lisant le petit théoréme de Fermat.

. Utiliser un raisonnement par récurrence forte.

Andrew Wiles

QCM

d’entrainement

JuauL)
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