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1 PGCD

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1

Soient a, b € Z tels que (a;b) # (0, 0).
L’ensemble des diviseurs communs a a et & b admet un plus grand élément appelé Plus
Grand Commun Diviseur de a et b, noté PGCD(a;b).

Démonstration.

L’ensemble des diviseurs communs & a et & b admet un plus grand élément car cet ensemble
est inclus dans Z, est non vide (il contient 1) et est majoré par max(|a|; |b]). O
Exemples.

. PGCD(6;10) = 2
« Pour tout a € N, PGCD(a;1)=1 et PGCD(a;0) = a.

Proposition 1

Soient a, b € Z tels que (a ;b) # (0;0).

PGCD(a;b) = PGCD([al ; [b]).

Proposition 2

Soient a, b € N tels que a # 0.
. PGCD(a;b) > 1;
. alb <= PGCD(a;b) = a;

1.2 Algorithme d’Euclide

Proposition 3

Soient a, b € N* tels que a > b. On note ¢ et r le quotient et le reste de la division
euclidienne de a par b. Alors,

PGCD(a;b) = PGCD(b;r).

Démonstration.
On note E; 'ensemble des diviseurs communs & a et a b et F5 ’ensemble des diviseurs communs
abet ar. On va montrer que £, = FE».
. Supposons que d € Ey, c’est-a-dire que d divise a et b.
On sait que a = bq + r donc r = a — bq.
Ainsi, U'entier 7 est une combinaison linéaire de a et b donc r est divisible par d. Fina-
lement, d est un diviseur de b et de r donc d € Ejs.
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« Supposons que d € Fs , c’est-a-dire que d divise b et r.
On sait que a = bq + 7.
Ainsi, I'entier a est une combinaison linéaire de b et r donc a est divisible par d. Fina-
lement, d est un diviseur de a et de b donc d € Ej.

Au final, on a montré que E; = F,. Ces deux ensembles étant égaux, ils ont nécessairement le
méme plus grand élément d’ou PGCD(a;b) = PGCD(b; 7). O

Exemple.
PGCD(512;20) = PGCD(20;12) = 4 car le reste de la division de 512 par 20 est 12.

Proposition 4
~

Soient a, b € N* tels que a > b.
On définit par récurrence la suite d’entiers naturels (1), oy tels que :
. 1o est le reste de la division euclidienne de a par b.
e« — Sirg=0,o0n poser, =0;
— Sinon 7 est le reste de la division euclidienne de b par ry.
o pour tout n > 1 :
— Sir, =0, on pose r, 1 = 0.
— Sinon, r,,1 est le reste de la division euclidienne de r,,_; par r,.
Alors, cette suite d’entiers est nulle & partir d’'un certain rang et la derniére valeur non

nulle prise par cette suite est le PGCD de a et b.
. J

Démonstration.

« On va montrer que la suite s’annule & partir d’un certain (il est clair qu’elle sera ensuite
nulle pour les rangs suivants).
Supposons par ’absurde que pour tout n, r, # 0. Comme pour tout n > 1, r, 1 est
défini comme le reste de la division de r,,_; par r,, on sait que r,,1 < r, et donc la suite
(Th) pen €St strictement décroissante. Comme il s’agit d’une suite d’entiers naturels, on
en déduit qu’elle s’annule & partir d’un certain rang, ce qui est impossible par hypothése.
Ainsi, on a montré qu’il existe un entier ngy tel que pour tout n = ng, r,, = 0.

. La propriété 1.2 justifie que :

PGCD(a;b) = PGCD(b;79) = PGCD(rg;71) = ... = PGCD(7p—1; 70, )

= PGCD(rpy—1; 0) = ry—1 (qui est la derniére valeur non nulle de la suite).

Exemple.
Déterminer le PGCD de 896 et 259.

Solution :

896 = 259 x 3 + 119
259 =119 x 2+ 21
119 =21 x5+ 14
21 =14 x1+7
M4=7x2+0

Ainsi, on a PGCD(896;259) = 7.
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Histoire — Algorithme d’Euclide
N

L’algorithme d’Euclide a été présenté dans Les Eléments vers
I’an 300 av. J.-C. Il est présenté d’une part sous forme arithmé-
tique mais également géométrique en cherchant a construire une
unité de mesure commune a deux longueurs. A la différence de
I’algorithme arithmétique, le procédé géométrique ne s’arréte pas
nécessairement. Il faut en fait que le rapport des deux longueurs
soit rationnel pour que ’on soit stir que le procédé s’arréte.

1.3 Corollaires de l’algorithme d’Euclide

Proposition 5

Pour tous a, b e N* et d € N :

d|a et d|b <= d|PGCD(a;b).

Démonstration.

Soient a, b € N*.

Dans l'algorithme d’Euclide, ry est reste de la division euclidienne de a par b. D’aprés démons-
tration de la propriété 1.2, on sait que ’ensemble des diviseurs communs a a et a b est égale a
I’ensemble des diviseurs communs & b et & ry. On note E cet ensemble.

Comme 1 est le reste de la division de ry par b, on en déduit que E est aussi ’ensemble des
diviseurs communs de rq et 7.

En procédant par récurrence, on montre finalement que E est I’ensemble des diviseurs com-
muns de 7,,_1 = PGCD(a;b) (le dernier reste non nul) et de 0, ce qui correspond a ’ensemble
des diviseurs de PGCD(a ; b). O

Proposition 6

Pour tous a, b € Net k € N,

PGCD(ka; kb) = k x PGCD(a;b).

Démonstration.
Pour calculer PGCD(ka; kb), toutes les étapes de 'algorithme d’Euclide seront les mémes que
pour calculer PGCD(a;b) a un facteur multiplicatif &k prés. O

Définition 2
Soient a, b € N et k € Z*.
On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque PGCD(a;b) = 1.




Lycée Lucie Aubrac — Terminale CHAPITRE 5 — PGCD ET APPLICATIONS

Proposition 7

Soient a, b € N* et avec d = PGCD(a;b).
a=dad

Il existe des entiers premiers entre eux a’ et b’ tels que { b— db

Démonstration.
Soient a, b € N* et k € Z* avec d = PGCD(a;b). Comme d est un diviseur commun de a et b,
il existe a’ et b’ des entiers tels que a = da’ et b = db'. 1l suffit donc de montrer que o’ et b’ sont
premiers entre eux. Or, on a :
PGCD(a;b) = PGCD(dd' ; db")
=d x PGCD(d' ;1)

Ainsi, d = dx PGCD(d ;') et comme d # 0 (a et b sont non nuls simultanément), on en déduit
que PGCD(d’ ;') = 1. O

2 Identité et théoréme de Bézout

2.1 Identité de Bézout

Proposition 8 — Identité de Bézout

Soient a, b € N*.
Il existe des entiers relatifs u et v tels que

au + bv = PGCD(a;b).

Démonstration.
On considére la suite des divisions de 'algorithme d’Euclide (ot r,,-; est le dernier reste non
nul, c’est-a-~dire r,,,_; = PGCD(a ;b)) :

a = bqgy + 1o
b:roq1+r1

Th—1 = TkQr+1 + Tkt

Tno—4 = Tng—34ng—2 + T'ng—2
Tno—3 = Tng—24no—1 + Tno—1

Tng—2 = Tng—149ng +0
L’avant derniére égalité donne :

PGCD(a;b) = rng—1 = Tng—3 — Tng—2Gno—1  (*)
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Cela signifie que PGCD(a;b) est une combinaison linéaire de 7,3 et r,,—2. En exprimant
Tne—2 dans la ligne du dessus et en la réinjectant dans 1’égalité (*), on obtient ensuite :
PGCD(CI/ 1 b) == 7077,073 - (/rnofll - rn0*3qn072)qn071
= Tn0—3(1 + Qno—Q) — Tnp—4

Cela signifie que PGCD(a;b) est une combinaison linéaire de r,,_4 et r,,_3. De proche en
proche, on pourra finalement écrire PGCD(a ; b) comme une combinaison linéaire de a et b. [

Exemple.

On sait que PGCD(896 ;259) = 7. Déterminer des entiers relatifs u et v tels que 896u+259v = 7.
Solution :

On écrit les différentes étapes de 'algorithme d’Euclide :

896 = 259 x 3+ 119
259 =119 x 2+ 21
119 =21 x5+14
21 =14 x1+7

En remontant ’algorithme, on obtient :

7=21-14x1
=21 — (11921 x 5) x 1
=6 x 21 — 119

=6 x (259 — 119 x 2) — 119
=6x259—-13 x 119

=6 x 259 — 13 x (896 — 259 x 3)
= —13 x 896 + 45 x 259

Ainsi, 896u + 259v = 7 avec u = —13 et v = 45.

Méthode — Déterminer une identité de Bézout avec deux entiers a et b
. Effectuer I’algorithme d’Euclide.

. Remonter les lignes de 1’algorithme d’Euclide pour écrire PGCD(a;b) comme une
combinaison linéaire des restes jusqu’a obtenir une combinaison linéaire de a et b.

-

Histoire — Identité de Bézout <

L’identité de Bézout porte le nom du mathématicien frangais
Etienne Bézout (1730-1783). Ce résultat avait cependant déja
été découvert et démontré par Claude Gaspard Bachet de
Meéziriac (1581-1638). Bézout a en fait généralisé un résultat
similaire pour les polynémes. Pour cette raison, I'identité de Bé-
zout prend parfois le nom de « théoréme de Bachet-Bézout ».

Etienne Bézout
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2.2 Théoréme de Bézout

Proposition 9 — Théoréme de Bézout

Soient a, b € Z*. Les entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe
des entiers relatifs u et v tels que

au+bv=1.

Démonstration.

« Supposons que PGCD(a;b) = 1. D’apreés l'identité de Bézout, il est immédiat de voir
qu'il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = PGCD(a;b) = 1.

. Réciproquement, supposons qu’il existe des entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.
Soit d un diviseur commun de a et b. On en déduit que d divise la combinaison linéaire
au + bv donc d divise 1. Ainsi, on en déduit que d = 1 qui est le seul diviseur commun
de a et b.
Par conséquent, PGCD(a;b) = 1.

Remarque.
. L’équivalence n’est vraie que si PGCD(a;b) = 1.
Dans le cas général, seule I'identité de Bézout est vraie.
« Le couple (u;v) de I'identité de Bézout n’est pas unique.

3 Théoréme de Gauss et corollaire

3.1 Théoréme de Gauss

Proposition 10 — Théoréme de Gauss

Soient a, b, ¢ € Z*.
Si albe et si a et b sont premiers entre eux, alors alc.

Démonstration.

Soient a, b, ¢ € Z* tels que albc et tels que a et b sont premiers entre eux.

a et b sont premiers entre eux donc, d’aprés le théoreme de Bézout, il existe des entiers u et v
tels que au + bv = 1. Ainsi, en multipliant par ¢, on obtient :

auc + bve = c.

Comme ala et albc, on en déduit que a divise la combinaison linéaire auc + bev, c¢’est-a-dire
ale. O

Remarque.
La condition « a et b sont premiers entre eux » est indispensable.
En effet, 9 divise 6 x 15 = 90 et pourtant 9 ne divise ni 6, ni 15.
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Histoire — Théoréme de Gauss <

Carl Friedrich Gauf (1777-1855) est I'un des mathématiciens
les plus célébres du X1X® siecle. On le surnomme « le prince des
mathématiques » et il existe un nombre important de résultats
qui portent son nom. Il a démontré le théoréme ci-dessus en
1801 dans un ouvrage intitulé Diquisitiones arithmeticae. C’est
d’ailleurs la méme année qu’il a déterminé la trajectoire de la
planéte naine Céreés en utilisant notamment la méthode des
moindres carrés.

Carl Friedrich Gauf

J

3.2 Corollaire du théoréme de Gauss

Proposition 11 — (Corollaire)

Soient a, b, ¢ € Z* tels que b|a, c|a et tels que PGCD(b;c) = 1, alors bcla.

Démonstration.
Soient a, b, ¢ € Z* tels que b|a, c|a et tels que PGCD(b;¢c) = 1.
Comme bla et cla, il existe des entiers k et [ tels que a = bk = cl. Ainsi, c|bk.

als comme b et ¢ sont premiers entre eux, on en dédui apres le théoréme de Gauss que c|k.
M b et t t , déduit d’ le th de G k

Donc il existe un entier &’ tel que k = ck’.
Finalement, on obtient a = b(ck’) = bck’ donc bcla.

]

La propriété précédente se reformule a ’aide de congruences de la fagon suivante :

Proposition 12 — (Corollaire)

Soient a, b, ¢ € Z*.

a=0/[b]
a=0]|c = a=0][bq.
PGCD(b;c) =1
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4 Applications

4.1 Etudes de divisibilité

Exemple.
Soit p > 5 un nombre premier. Montrer que p?> — 1 est divisible par 24.

Solution :
Comme 24 = 8 x 3, on commence par montrer que p?> — 1 est divisible par 8 et par 3.

« En raisonnant modulo 8 (on sait que p est impair) :

p 8 Jo0l1[2[3[4[5]6]7
pPP—1 8] [ x [0 x|0|x|0]x]|0

Ainsi, cela prouve que pour tout p > 5 premier, 8|p? — 1.
« En raisonnant modulo 3 :

p [3] 0(1]2
pPP—13][x]0]0

Ainsi, cela prouve que pour tout p > 5, 3|p* — 1.

. Finalement, on a prouvé que pour tout nombre premier p > 5, 3|p?> — 1 et 8|p? — 1.
D’apreés le théoréme de Gauss (son corollaire), comme PGCD(8;3) = 1, on en déduit
que 24[p* — 1.

Méthode — Etablir une relation de divisibilité par n

« Décomposer n comme un produit de facteurs premiers entre eux.
. Montrer que la quantité considérée est divisible par chacun des facteurs.
. Utiliser le théoréme de Gauss (corollaire).

4.2 Démonstration de l’irrationalité de /2

Histoire — Crise des irrationnels <

La découverte de lirrationalité de /2 a provoqué une véritable
crise dans les mathématiques grecques. A I'époque, les mathé-
maticiens considéraient en effet que le monde physique peut se
comprendre a travers des rapports de longueurs entieres. Une lé-
gende dit méme que le mathématicien Hippase de Métaponte
(500 av. J.-C.) qui a découvert le caractére « incommensurable »
(irrationnel) de v/2 a été condamné & la noyade par ses condis-
ciples. Si cela n’est pas du tout assuré historiquement, il n’en

(!
!
“u‘.\ﬁh}:k\ )

reste pas moins que cette histoire traduit les difficultés qu’ont eu

les grecs a accepter I'existence de nombres irrationnels.
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Proposition 13 — (Lemme)

Soit a € Z. Alors,
« a est pair <= a? est pair.
. a est impair <= a? est impair.

Démonstration.
Soit a € Z.
. On suppose que a est pair.
Il existe k € Z tel que a = 2k.
Donc a® = (2k)* = 4k* = 2 x 2k2.
On pose k' = 2k2.
On a donc a? = 2K/, ce qui signifie que a? est pair.
. On suppose que a est impair.
Il existe k € Z tel que a = 2k + 1.
Donc a® = (2k +1)° = 4k + 4k + 1 = 2 x (2k> + 2k) + 1.
On pose k' = 2k? + 2k.
On a donc a? = 2k’ + 1, ce qui signifie que a? est impair.
. On suppose que a? est pair.
On souhaite montrer que a est nécessairement pair.
En fait, si a était impair, on a montré que a? serait impair, ce qui serait absurde.
« On raisonne de méme pour montrer que si a? est impair, alors a est impair.

m
Proposition 14
Le nombre réel v/2 est irrationnel. }
Démonstration.
On suppose par 'absurde qu'il existe deux entiers a et b premiers entre eux (avec b # 0) tels
a
que \/§ = E
Ainsi, en élevant cette égalité au carré, on obtient :
2
9=2
b2

Donc a® = 2b* (¥)

Cela signifie que a? est pair et donc que a est pair d’aprés le lemme précédent (propriété 4.2).
Ainsi, il existe k € Z tel que a = 2k.

En réinjectant dans I'égalité (*), on obtient : 4k? = 2b* donc 2k* = b2

Cela signifie que b? est pair et donc que b est pair d’aprés le lemme précédent.

Finalement, a et b sont tous les deux pairs, ce qui est absurde car ils ont été supposés premiers
entre eux. 0

10
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4.3 Détermination d’un inverse modulo n

Proposition 15

Soint n > 2. Alors a € N est inversible modulo n si, et seulement si, PGCD(a;n) = 1. J

Démonstration.

Soit n > 2 et a € N. Alors,

PGCD(a;n) =1

<= il existe u, v € Z tels que au +nv =1

<= il existe u, v € Z tels que 1 — au = nv

<= il existe u € Z tel que n|l — au

<= il existe u € Z tel que 1 — au = 0n]

<= il existe u € Z tel que au = 1[n]. O

Exemple.
Montrer que 13 est inversible modulo 36 et déterminer son inverse.

Solution :
On effectue 'algorithme d’Euclide :

36=13x24+10
13=10x1+3
10=3x3+1

Ainsi, PGCD(13;36) = 1 donc 13 est bien inversible modulo 36.
Par ailleurs, en remontant 1'algorithme d’Euclide :

1=10—-3x3
=10—(13—-10x1)x3
=4x10—-3x13

=4x(36-13x2)—3x13
=4x36—-11x13

Ainsi, en considérant la derniére égalité modulo 36, on voit que —11 x 13 = 1[36].
Cela signifie donc que l'inverse de 13 est —11, soit 25 modulo 36.

Meéthode — Déterminer I’inverse de a modulo n >

. Déterminer une identité de Bézout entre a et n :

au+nv=1

. Considérer ’égalité modulo n.

11
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4.4 Reésolution d’équations diophantiennes

On appelle équation diophantienne une équation a coefficients entiers pour laquelle on
cherche les solutions entiéres.

- 4
Histoire — Equations diophantiennes
N

Mathématicien grec de l'antiquité, Diophante est l'auteur DIO PHANTI ;
d’Arithmetica dans lequel il résout certaines équations ou les ALEXANDRINI
. . . ) ARITHMETICORVM
inconnues sont des entiers. Par la suite, de nombreux mathé- LIBRI SEX.

. . . 2, , ~ 92 . E a P 1 ET DE NVLA'J'ElR;Jr;"I:ﬁTAN(jVLIS
maticiens se sont intéressés a ce genre d’équations. En général, i i

I’équation posée correspond & un probléme facilement compré-
hensible mais qui peut étre trés difficile a résoudre. A noter que la
plupart du temps, les équations diophantiennes n’ont pas d’appli-
cation immeédiate, en physique par exemple. Elles ont cependant
poussé les mathématiciens a développer de nouvelles théories au
cours de 'histoire. L’exemple du grand théoréme de Fermat qui a

AVCTORE CLAVDIO GASPARE BACHEITO
RIACO SERVEIANON.C 3

T )’-O-‘(@,\-;)A :

été conjecturé par Pierre de Fermat au XVII® siecle et démon- Eat LY TETIAR (T2 RISIOREM
: 5 . | Sumptibus Sunst;l“?ém?‘__lAuouv.m
tré plus de trois siécles plus tard par Andrew Wiles en 1994 ' e

€V PRIVILEGIO REGIS: 2

en est un exemple frappant. Ce théoréme énonce que pour tout
n > 3, il n’existe pas de triplet d’entiers non nuls (z;y;2) tels
que " +y" = 2".

Edition de 1621 de
Arithmetica

4.4.1 Résolution d’équations de la forme ax = by

Exemple.
Résoudre dans Z? I’équation (E) : 36z = 45y.

Solution.
On a PGCD(36;45) = 9.
On simplifie par ’équation en divisant par 9 :

362 = 45y <= 4z = Hy.

Analyse : Supposons que (z;y) est une solution de 1'équation (E).

Alors 4z = by donc, d’aprés le théoréme de Gauss, comme 4 et 5 sont premiers entre eux, on
en déduit que 4[y.

Ainsi, il existe k € Z tel que y = 4k.

Par la suite, on en déduit que 4z = 5 x (4k) et donc que x = 5k.

Synthése : Pour tout k € Z, le couple (5k ;4k) est une solution de (E).

Finalement, on a montré que S = {(5k;4k), k € Z}.

Méthode — Résoudre une équation de la forme az = by

. Simplifier en divisant I’équation par PGCD(a ; b)
« Procéder par analyse / synthése en utilisant le théoréme de Gauss.

12
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4.4.2 Résolution d’équations de la forme ax + by = k

Proposition 16

Soient a, b € Z* et k € Z*.
L’équation ax + by = k (d’inconnues z et y) admet des solutions entiéres si, et seulement,
si, PGCD(a;b) | k.

Démonstration.

. Supposons que I’équation ax + by = k admette une solution. Cela signifie qu’il existe des
entiers o et yo tels que axg + byy = k. Comme PGCD(a;b) est un diviseur commun de
a et b, il divise toute combinaison linéaire de a et b. En particulier, PGCD(a ; b) divise
axg + byy = k.

« Réciproquement, supposons que PGCD(a;b)|k. Cela signifie qu'il existe k' € Z tel que
k = PGCD(a;b) x k. Or, d’aprés I'identité de Bézout, il existe des entiers ug et vy tels
que aug + bvg = PGCD(a; b). En multipliant cette égalité par £, il vient :

aupk’ 4+ bugk’ = PGCD(a;b) x k'

On pose xy = upk’ et yo = vok'. Il est alors clair que le couple (z¢;yo) est solution de
I’équation ax + by = k.
]

Exemple.
Déterminer I’ensemble des couples solutions des équations suivantes :

1. 152+ 33y =7
2. 14z + 32y = 8.

Solution :

1. PGCD(15,33) = 3. Comme 3 ne divise pas 7, ’équation n’admet aucune solution.
En effet, si (z;y) était un couple solution, on aurait 15z + 33y = 7. Comme 3 divise 15
et 33, il faudrait qu’il divise 7, ce qui n’est pas le cas.

2. On détermine le PGCD de 14 et 32 avec I'algorithme d’Euclide.

32=14x2+4
14=4x3+2
4=2x2+0

Ainsi, PGCD(14;32) = 2 et comme 2 divise 8 I’équation admet des solutions.
En remontant ’algorithme d’Euclide, il vient :

2=14-4x3
=14—(32-14x2) x 3
= 3x32+7x14
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Ainsi, en multipliant la derniére égalité par 4, il vient
8 =—-12 x 32+ 28 x 14.

En posant, 7o = 28 et yo = —12, on voit que le couple (z¢;yo) est une solution de
Péquation. Soit (x,y) € (Z*) :

14z 4 32y = 8 <= 14z + 32y = 142y + 32y,
< 14(x — z9) = 32(yo — ¥)
< T(x — xo) = 16(yo — y)

Analyse : Supposons que x et y sont solutions.

Alors, d’aprés le théoréme de Gauss, 7|yo — y (car PGCD(7;16) = 1).

Donc il existe k € Z tel que yg — y = 7k, c’est-a-dire y = yo — 7k = —12 — 7k.

En réinjectant cette expression dans 'égalité (*), on obtient : 7(x — xy) = 16 X Tk.
Ainsi, x — xg = 16k, c’est-a-dire x = xo + 16k = 28 4 16k.

Synthése : Si on pose x = 28 + 16k et y = —12 — Tk (avec k € Z), il est immédiat de
vérifier que le couple (z;y) est bien une solution de I’équation.

Finalement, § = { (28 + 16k; —12 — 7k) .k € Z}

Méthode — Résoudre une équation diophantienne de la forme ax 4+ by =k

. Effectuer I'algorithme d’Euclide pour déterminer PGCD(a ; b)

. Remonter I’algorithme afin de trouver une solution particuliére (xg ;o).
« Ecrire qu'un couple (z;y) est solution <= ax + by = axg + byo.
. Passer les x du méme coté et les y du méme coté puis conclure avec Gauss.

Savoir-faire du chapitre ("
\

. Déterminer le PGCD de deux entiers avec 'algorithme QCM
d’Euclide. d’entrainement

. Déterminer une relation de Bézout entre deux entiers.

. Connaitre et utiliser les théorémes de Bézout et de Gauss.

. Etudier une relation de divisibilité.

. Démontrer lirrationalité de v/2.

. Déterminer un inverse modulo n.

. Résoudre des équations diophantiennes de la forme ax =

by.
. Résoudre des équations diophantiennes de la forme ax +
by = k.
\ ) .
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