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Résoudre dans C les équations suivantes :
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3. 22—-42419=0
4. 2212z —2=0
3 z
5 -—=——
Z 2
3 z
6. - = ——
z 2
1 1
. 4
8 2°+ 5z + —
z
\_
Exercice 2 * [Calculer]

Dans chaque cas, déterminer le quotient et le
reste de la division euclidienne de A par B.

1. Alx) =z* + 23— 222+ 1

B(z)=a*+1

2. A(z) =525 +a* — b2+ — 7
B(z)=a2*+3z -8

3. A(x) = x® — 5x® + 2% + 6z — 2
B(z) =3z +1

4. A(x) ="
B(z)=2x—1

Calculer}

Soient un entier n > 2, a € R*, b € R.
Déterminer le reste de la division euclidienne
de x™ par ax + b.

7

Exercice 4 * %% [Calculer}

Factoriser au maximum les polynomes sui-
vants dans R[X] et dans C[.X].

1. - el

2 G5 =)

3. (*—z+1)2+1
4 xt —62% + 922 + 9

\

7

Exercice 5 * %% [Calculer}

On considére le polyndéme P suivant :
P(z) = 2* — 82% + 412% — 1282 + 400.

Factoriser au maximum le polynéme P dans

R[X] et dans C[X].

Indication : on pourra commencer par recher-
cher une racine de P qui soit imaginaire pure.

.
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Exercice 6 %%

[Calculer]

Résoudre 'équation suivante dans C \ {2} :

1—22\"*
( Z) ~ 1.
z =2

Exercice 7 * x % [Calculer,

Raisonner]

L’objectif de cet exercice est de s’intéresser
aux équations symétriques de degré 4 a coeffi-
cients réels, c’est-a-dire un polyndéme P défini
sur C par :

P(2) = az* + b2® + ¢z + bz + a,

ol a, b et ¢ sont trois réels tels que a # 0.

1. Montrer qu'un nombre complexe u est
une racine dans C du polynéme P si,
et seulement si, u est racine d’un poly-
nome Q de la forme

Q(z) =2 + a2 + B2+ az +1,
ol « et [ sont deux réels qu’on expri-

mera en fonction de a, b et c.

2. On pose, pour tout z € C*,

1
Z=z+-.
z

1
Exprimer 2° + — en fonction de Z puis

z
montrer que Q(z) = 0 si, et seulement
si, Z est solution d'une équation du se-
cond degré a coefficients réels.

3. Résoudre dans C I’équation suivante :

A 4+22243242:4+41=0.

Exercice 9 *x [Calculer, Rai-

sonner]

Soit p un nombre premier et a, b, ¢ des entiers
tels que a n’est pas divisible par p.

Montrer que 1'équation az? + bx + ¢ = O[p}
(d'inconnue x € Z) admet des solutions si, et
seulement si, il existe § € Z tel que b — 4ac =

52 [p} )

Exercice 8 %% [Calculer]

On considére I’équation 2% = z + 1.

1. Justifier que cette équation admet deux
racines que 1’on notera a et b.

2. Montrer que a® + b3 = 4.
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Exercice 10 ***% [Raisonner, f Exemple d’application

Calculer]
L’objectif est de démontrer le résultat suivant 6. On considere le cas n = 3 avec
connu sous le nom d’ « interpolation de La- (20, 21, 22,w3) = (=1:;3;4;6) et
grange » - (Yo, y1,Y2,¥3) = (2;2;-3;0).

- Calculer les polynomes L; et le poly-

\ nome L apparaissant dans la preuve de

Soit n € N et (zg,21,...,2,) € R*! I'existence (il n’est pas nécessaire de

tels que pour tout k& 7é l, zp 7é x. simplifier les C&lClllS).

Soit (y(), Y1y .- 7yn) S Rn—i—l.

Il existe un unique polyndéme L

P € R, [X] tel que,

pour tout k € {0,...,n}, P(zx) = yx
. J

Preuve de ’existence

On considére (zg, 1, ...,7,) € R*™ tel que
pour tout k # [, xp # x;.
On considére par ailleurs (yo,y1,...,Yn) €
R+,
Pour tout i € {0,...,n}, on définit le poly-
nome L;(z) = [] L

j=0 Li — Tj

i
1. Montrer que pour tout
1€ {0, SN ,n}, LZ(ZL'Z> =1.
2. Montrer que pour tout j # i, L;(z;) =
0.
3. On pose L(x) = > y;Li(x).
i=0

(a) Montrer que L € R,,[X].
(b) Montrer que pour tout
ke{0,...,n}, L(zx) = y.

(c¢) Conclure.
Preuve de ’unicité

Soit (zg, T1,...,z,) € R™™ tel que pour tout

k#1, xp # x. Soit (yo,y1,...,Yn) € R*TL
On suppose qu’il existe P € R,[X] et

Q € R,[X] tels que pour tout k € {0,...,n},
P(zr) = yg et Q(zx) = Y-

4. Montrer que le polynéme P—() posséde
au moins n + 1 racines.

5. En déduire que P = Q.




