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Introduction

Nous nous proposons comme il est indiqué dans le titre de ce TER d’étudier le

comportement de la Grassmannienne d’un espace vectoriel, ¢’est a dire ’ensemble des
sous-espaces de dimension donnée.
Pour cela, nous commencerons par une premiére partie de combinatoire algébrique. L’ob-
jectif sera d’utiliser des résultats classiques de la théorie des groupes et de la théorie des
actions de groupes pour calculer notamment, le cardinal de la Grassmannienne lorsqu’elle
est définie sur un corps fini. Ensuite, nous regarderons quelques résultats de géométrie
projective. L’espace projectif étant I’ensemble des droites de notre espace vectoriel, cela
nous permettra d’approcher ce cas particulier de la Grassmannienne & I'aide de la géo-
métrie différentielle. L’avantage de ce cas particulier, sera comme tout cas particulier, de
pouvoir se représenter avec des dessins, de faire les calculs concrétement. Par exemple,
on définira a cette occasion les changements de cartes, le biraport... permettant de com-
prendre un peu mieux cet ensemble. Encore un petit effort sera nécessaire afin de pouvoir
aborder la Grassmannienne. En effet, nous introduirons dans la troisiéme partie la notion
d’algébre tensorielle et celle d’algébre extérieure.

Nous pourrons alors la Grassmannienne. Tout d’abord la voir comme étant un sous-
ensemble d’un certain espace projectif. Autrement dit, I’étude des sous-espaces vectoriels
de dimension donnée se « rammenera » a [’étude des droites. Un peu de travail nous per-
mettra de caractériser ce sous-ensemble comme étant un lieu d’annulation des relations
de Pliicker : le fameux! Nous finirons avec une cinquiéme partie sur la Grassmannienne
Lagrangienne qui apparait naturelement lors de I'étude des formes symplectiques sur
notre espace vectoriel initial. Les arguments mis en places tout au long des quatre pre-
miéres parties seront réinvestis. Ils permettront par exemple de calculer son cardinal
dans le cadre d’un espace vectoriel défini sur un corps fini. Ces deux derniéres parties
ont pris le mémoire [1] Grassmann Varieties de Ratnadha Kolhatkar comme base pour
la rédaction, lui méme inspiré de |7 Algebraic Geometry de Hassett.

Il s’agit donc d’un sujet traitant de plusieurs domaines des mathématiques. En effet,
nous aurons besoin de de notions d’algébres multilinéaires et de géométrie algébrique ou
encore de quelques concepts de géométrie différentielle.

Commencons, sans plus attendre!!!
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Chapitre 1

Combinatoire algébrique

1.1 Cardinaux et actions de groupes

Definition / Notation 1

On note I, le corps finis & ¢ éléments.
Pour tout corps K, on désigne par P"~1(K) I'espace projectif qui est 'ensemble des droites
de K". On désigne également par PG L, (K) le quotient de GL,(K) par son centre. Il est
appelé le groupe projectif
On définit le groupe spécial linéaireSL,(K) = {f € GL,,det(f) = 1}
On définit la Grassemanienne Gr,, ,(K) = {V C (K)",dim(V) = m}
On définit enfin la variété de drapeau F,, = {(Fp, ..., F1),dim(F;) = i,{0} = F, C ... C
F, = K"}

Nous étudierons plus en détail la notion d’espace projectif, de repére projectif... dans
la deuxiéme section.

Proposition 1 : Caractérisation du centre

Pour tout corps K, On a
donc PGL,(K) ~ GL,(K)/K*

Démonstration. ? L’idée est de montrer que chaque droite est fixée par un élément du
centre. Pour une droite D fixée, il suffit de prendre un vecteur directeur de la droite
puis considérer 7 € GL,, tel que 7(D) = D. En considérant 'image de la droite D par
7 =wutu"!, on voit que u(D)=D. O

1. Ce premier chapitre est fortement inspiré de [8]
2. Une preuve un peu plus détaillée est disponible sur le cours d’algebre de Perrin [2]
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Proposition 2 : Dénombrement
a) [Fy|=q" et [P"(Fy)[=1+ ... +¢"
n n n— n(n—1) n .
b) |GL,(Fy)|=(q —1) ''''' (q -¢")=q¢ = [[jo(@ -1
nln_ 1)
¢) |PGLn(Fq)[=q

TLTL

d) [SLu(Fy)| =g (¢" = 1)-o(g® = 1)

e) |G7"m, ( )|7 q"—1)....... (¢‘n— m+1)—1)
)

f) | F(F,)|= k:1(1+ ..... + %)

Démonstration. a) On fait agir K* sur K" — {0} par homothétie, c’est & dire

(A, v) = Aw

Pour K = F,, on voit que |P"(FF,)| est le nombre d’orbites et que chaque orbite est iso-
morphe & [ car 'action est libre (Stab(v) = {1}).

Comme F}* — {0} est une réunion disjointe d’orbites, on voit que [Fp*™ — {0} =
B (F,)| X F

Ainsi, [P"(F,)| = C =1+q+ .. +¢"

b) Une méthode pour démontrer ce résultat consiste & compter le nombre de bases
de Fy

En effet, en notant By une base quelconque de K™ , on a la bijection :

GL,(K) — B={ bases de K" }

g+— 9B

Ceci est bien une bijection car ’action de GL,, sur les bases est simplement transitive.
Pour K = [, une base étant une partie libre & n éléments, son premier vecteur est non
nul : il y en a donc ¢" — 1. Le second vecteur doit étre non colinéaire au premier, il y en
a ¢" —q. On continue jusqu’au n-iéme vecteur, non colinéaire aux n — 1 premiers et donc
au choix parmi ¢" — ¢"~! vecteurs.

On obtient |B| = |GL,(F,)| = (¢" — 1)(¢" — q)....(¢" — ¢

Remarque : une autre méthode consiste 4 faire agir GL,,(K) sur K—{0}. On obtient
ainsi une action transitive, et on peut montrer en outre que pour tout v € K" — {0},
Stab(v) ~ GL,_1(K) x K" ! d’ou l'on tire la formule.

|GLn(Fg)|

¢) D’aprés la proposition 1, on a |PGL,(F,)| = i

d) Le determinant nous donne une suite exacte 1 — SL,, — GL, - K* — 1.

On a donc Im(det)= K* ~ GL,(K) /ker(det) = GL,(K)/SL,(K) et pour K =F, :
GL,(F

|SL ( )| _ “FE o)l

e) En utilisant le théoréme de la base incompléte, on montre facilement que GL,, agit

transitivement sur la Grassmannienne G, ,.

Soit F' € Gryn

On considére une base (eq, ..., €,) de F que 'on compléte en une base (eq, ..., e,) de K"
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Dans cette base, un élément g du stabilisateur de F est de la forme <61 g)

Or, g € GL,, donc g(F) est de dimension m et ainisi A € GL,,. De plus, en utilisant un
calcul de determinant par bloc, on montre que det(D) # 0 et donc D € GL,,_y,.
.  (GLy(K) My, p—m(K)
D’ou Stab(F)= ( 0 GLo . (K)
On a donc |Stab(F)|= |G Ly (F,)| X |GLp—m(Fy)| X | Mpn—m(Fy)|

|GLn(Fq)l
|G Lin (Fg) | X |G Ln—m (Fg) | X [ M, n—m (Fq)| *

et comme 'action est transitive, |Gr, | =
En explicitant chacun des cardinaux puis en simplifiant, on obtient la formule souhaitée.

f) Par le théoréme de la base incompléte, GL,(K) agit transitivement sur les varié-
tés de drapeaux,F, (K) On considére les sous espaces F; =< e, ...,e; > ou (eq, ..., €,) est
la base canonique de K"

Alors Stab(Fy, ..., F,) ~ (K*)" x K
En effet, le stabilisateur est le groupe des matrices triangulaires supérieures d’éléments
diagonaux dans K*.

On considére alors application ® : Stab(Fy, ..., F,) — (K*)"

: [ diag(f)

ou diag(f) est la matrice composée des éléments diagonaux de f. On a alors une section
toute trouvée (qui est évidemment un morphisme) : f € (K*)" — f € Stab(Fy, ..., F,).

n(n—1)
2

1 = *
] 0 1 * ... n(n—1) )
On voit également que ker(®) = {| . . . ,x € K} ~ K™z ce qui prouve
0 0 1

le produit semi-direct annoncé.

n(n—1) n(n—
On a ainsi montré que [Stab(Fy, ..., F,)| = [(F;)"] x [Fq > (g—1)"q e
Comme l'action est transitive, on en déduit le cardinal des variétés de drapeaux :

“Fn‘ = IGLH(E&)L) O
(g=1)ng™ 2

—1)
| =

1.2 Isomorphismes particuliers

Considérons un groupe G agissant sur un ensemble X de cardinal n et le morphisme
associé¢ a l'action : P : g€ Gr— P, : X - X €6x =6,
donc G/ker(®) est inclus dans le :

G/ker(®) ~ Im(®) C &,

Par ailleurs, I'action de GL,(K) sur les droites projectives P"~1(K) a pour noyau
ker(®) = K*. En effet, un endomorphisme qui stabilise toutes les droites est nécessaire-
ment une homothétie.

En particulier, PGL,(K) = GL,(K)/K* C Gpn-1(x)

Ce résultat nous montre qu’une transformation projective est en réalité une permutation
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de droites. De plus, le PGL,, s’identifie avec un sous groupe du groupe symétrique. Un
calcul de cardinal va nous permettre de connaitre ce sous-groupe dans certains cas par-
ticuliers. Avant de démontrer une série d’isomorphismes particuliers, nous allons établir
deux lemmes.

lemme 1

3 Pour n # 4, les sous-groupes distingués du &,, sont {Id}, A, et &,

Démonstration. Ces trois groupes sont distingués. Montrons également la réciproque :
- Pour n=2, il est claire que tous les sous-groupes sont distingués dans S, et ce sont les
groupes énumérés dans le lemme.

- Pour n > 5 ou n=3, soit H un sous-groupe distingué. On sait que A, est simple.
Ainsi, H A, est un sous groupe distingué dans As. On a donc H (A, = {Id} ou A,.
Dans le premier cas, on considére la signature restreinte & H : ker(ey) = H() A, = {Id}
donc €y est injective et [H| < 2. Si H={Id, t} ot t est une transposition, la distinction de
H implique que Vo € &,,,0t = to. Or, le centre Z(S,,) = {Id} ce qui est contradictoire.
Dans le deuxiéme cas, A, C H donc H est d’indice 1 ou 2 dans &,, c’est-a-dire H = &,
ou H=A,,.

[

lemme 2

Tout sous groupe d’indice n de G,, est isomorphe & &,,_;

Démonstration. - Pour n=2, il n’ y a rien a démontrer

- Pour n=3, un sous groupe de &3 d’indice 3 est d’ordre 2 donc isomorphe a Z /27

- Pour n=4, un sous groupe de &, d’indice 4 est d’ordre 6. Un tel groupe est isomorphe
soit & Z/6Z, soit & un unique produit semi direct non trivial Z/2Z x Z/3Z. Aucun
élément de G4 n’est d’ordre 6, ce qui exclut la premiére possibilité. Le groupe &3 qui
est de cardinal 6 mais n’est pas abélien est lui aussi isomorphe au produit semi-direct

7/27. % Z/3L.
- Pour n > 5, soit H un sous-groupe de &,, d’indice n.
Remarque : &,, agit canoniquement sur X = {1,...,n} . Il est facile de voir que le

stabilisateur de x € X est isomorphe & &,,_;. La preuve qui suit consiste a se rammener
a ce résultat.

On considére l'action de &,, par multiplication & gauche sur &,,/H.

On a donc le morphisme ¢ : 0 € &, —— {gH — ogH} € 6(6,/H) ~ &,,.

De plus,ker(®) = ,ce, Stab(o) = N,ce, oHo ™.

En particulier, ker(®) C H et est distingué donc d’apres le lemme 1, ker(®) = {Id}
Ainsi, ® est injective puis par égalité des cardinaux, on voit que ® est un isomorphisme.

3. Lesidées de démonstration des deux lemmes qui suivent sont tirées de 'ouvrage [3] (pages 269-270)
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De plus, I'image ®(H) ={o/ocH =H} caro € H <= ocH = H
On a donc prouvé que ®(H) est le stabilisateur de H pour l'action de &,, sur S,,/H, ce
qui conclut la preuve d’aprés la remarque en prenant X = S,,/H et x=H. O

Nous pouvons maintant, grace a des calculs de cardinaux, démontrer une série d’iso-
morphismes particuliers :

Proposition 3 : Isomorphismes particuliers

a) GLQ(]FQ) ~ SLQ(]FQ) ~ PSLQ(IFQ) ~ PGLQ(FQ) ~ 63
b) PSLQ(Fg) ~ ./44 C PGLQ(Fg) ~ 64
C) PGLQ(]F4) = PSLQ(:[F4> ~ ./4.5

d) PSLQ(]F5) ~ A5 C PGLQ(]F5) ~ 65

Démonstration. a) Comme F5 = {1}, on voit que PGLy(Fy) = GLy(Fs)/Fs = GLo(F).
On a de méme PSLy(Fy) = SLy(F2).

De plus, toute matrice de Gly(FFy) est de determinant 1 donc GLQ( 9) = SLy(Fy). Aussi,
on sait que PGLy(Fy) C Gpir,) = G3 et que |PGLy(Fo)| = 2 _1)_( 2 — 6= |64

d’otr I'isomorphisme : PGLQ(]FQ) Ss

b) GLy(F3) agit sur P!(Fy) qui est de cardinal 4, ce qui nous donne 'inculsion :
PGLQ(IF?)) C Gp (F3) =6,
De plus, |PGLy(Fy)| = E=DE=8) — 94 — |&,| d'oit PGL,y(Fs) ~ &,
Par ailleurs, |SLy(F3)| = ]PGLQ(F3)|, et il y a deux homothéties dans SLs(F3) qui sont
Id et 2Id car 12 = 22 = 1 dans F3. Ainsi, |PSLy(F3)| = |[PGLy(F3)|/2. Or, le seul sous
groupe d’indice 2 dans S, est Ay ; d’ou I'isomorphisme PSLy(F3) ~ A,.

c¢) Les arguments sont similaires a ceux de la preuve précédente.
L’action de GLy(F,) sur P!(F4) nous donne I'inclusion PG Ly(Fy) C S
De plus, |PGLy(F,)|=60 donc PGLy(F5) ~ Ajs car c’est le seul sous-groupe d’indice 2
de &5. Pour finir, il suffit de remarquer qu’il n’ y a qu’ une seule homothétie de détermi-
nant 1, c’est Iidentité. En effet I'équation 22 = 1 n’admet qu’une seule solution dans F,.
On a donc SLy(Fy) = PSLy(F,) et d’aprés la proposition 2, |PSLy(Fy)| = |PGLa(Fy)|.
Comme on a évidemment I'inclusion PSLy C PG Loy, on récupére ’égalité souhaitée.

d) Comme précedemment, 'action de GLy(F5) sur P!(F5) nous donne l'inclusion
PGLy(F5) C S et PGLy(F5) = 120 d’aprés la proposition 2.
Ainsi, PG Ly(F5) est isomorphe & un sous groupe d’indice 6 dans Gg.
En utilisant le lemme 2, on en déduit que PGly(F5) ~ S5 et 'on finit la démonstration
en remarquant comme dans le ¢) que PSLy(F5) ~ A; O



Chapitre 2
(Géométrie projective

! Nous essayerons de présenter les notions classiques de géométrie projective comme
le birapport. Le but est en fait d’aborder I’espace projectif comme un cas particulier de la
Grassmanienne. Cependant, nous ne présenterons pas la dualité projective qui permet de
démontrer de nombreux théoréemes étant donné que cette notion ne nous sera pas utile
par la suite. Nous terminerons par la présentation de quelques éléments de géométrie
différentielle utiles a I’étude de ’'espace projectif comme la notion d’atlas par exemple.

2.1 Introduction et définition de I’espace projectif

Définition 2 : espace projectif et topologie

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Nous avons déja dé-
finit espace projectif P(V) comme étant I'ensemble des droites de V. On peut le voir
également comme ’ensemble des orbites de I'action par multiplication :

K= (V —{0}) — (V —{0})

On définit la dimension de l'espace projectif : dim(P(V)) = dim (V') — 1.
On définit également la topologie minimale sur P(V') telle que 'application suivante soit
continue :

p:V—{0} — P(V)

Proposition 4 : Compacité et connexité

Si K = R ou C, l'espace projectif P*~1(K) = P(V) est un espace topologique connexe
et compact.

Démonstration. On note S(V') la sphére unité de V. On voit alors que P(V') = p(S(V)).
On voit alors que S(V') est un connexe et un compact (d’aprés le théoréme de Riesz car
V est de dimension finie).

De plus, P(V') est un espace topologique séparé.

1. nous utiliserons les ouvrages [4] et [5] pour cette partie
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En effet, soient D; et Dy € P(V), avec Dy # D,. Montrons que l'on peut "sépa-
rer'" ces deux droites. En effet, il existe v; et v3 € S(V) tels que D; = p(v;). Soit
e = min{||v; — vy, |[|v1 + v2[|}. On définit 'ensemble £ = {v € V/||[v — v;|| < §}. On
peut alors considérer I'ouvert Q = p(E) et on voit que Dy € Q mais Dy ¢ €.

Ainsi, P(V) est séparé et est I'image d’un connexe et compact par une application conti-
nue. Il est donc connexe et compact O

Définition 3 : Sous-espace projectif

Soit E C P(V). E est un sous-espace projectif de P(V') s'il existe un sous-espace
vectoriel W C V tel que E = P(W).

Proposition 5 : Intersection d’espaces projectifs

Soient E, F' des sous espaces projectifs de P(V).
(i) si dim(FE) + dim(F) > dim(P(V)) alors E(\F # ()
Une conséquence immeédiate étant que deux droites du plan projectif se coupent toujours.

(77) Soit H un hyperplan projectif de P(V) et M ¢ H. Toute droite D passant par
M coupe H en un point et un seul.

Démonstration. (i) Supposons par absurde que E(\F = . Si on a P({U) = FE et
P(W) = F, on voit que U [V = {0}. On peut en déduire grace a la formule de Grass-
mann que dim(U) 4+ dim(W) < dim(V'). De plus, d’aprés la définition 7 :

dim(E) = dim(U) — 1 et dim(F) = dim(W) — 1
d’ot dim(U) + dim(W) > dim(V') + 1

ce qui est une contradiction.

(i7) On voit que M € P(V') correspond a une droite : M = p(m) ot m est une droite de
V. De méme, la droite D correspond a un plan : D = p(d) ot d est un plan de V. On a
égalment H = p(h), avec h un hyperplan de V. On a par hypothése m C d. Il suffit de
montrer que l'intersection du plan d et de I'hyperplan A est exactement une droite.

En effet, comme M ¢ H, V = mK® h. Il est alors facile de voir que dim(h((d) =1. O

sectionCas particuliers de la droite et du plan projectif

Proposition 6 : Droite projective

Soit V un plan de base (e, e3). On a dim(P(V)) = 1. En notant (z,y) les coordonnées
relatives a la base (e1, ez), on a la bijection suivante :

{droite y = 1} U {oc} — P(V)
(z,1) — K(z,1)
oo — K(1,0)
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€2 {y=1}

@ {y =0} ~o0

Remarque On peut donc considérer la droite projective comme étant une droite a
laquelle on a rajouté le point oco.

Proposition 7 : Plan projectif

On raisonne de méme pour l'espace projectif de dimension 2.
Soit V' un espace vectriel de dimension 3.
Soit F' le plan vectoriel d’équation z = 0 et F le plan affine d’équation z = 1.
On a alors une bijection : P(V) — P(F) ~ F.
En effet, comme F' est la direction de F, toute droite de P(V) — P(F') intersecte F.
Réciproquement, un point de (F') définit une unique droite vectorielle qui n’est pas
incluse dans F'.

Remarque Ici, on considére le plan projectif comme étant un plan auquel on rajoute la
droite projective définit précédemment.

2.1.1 Complétion projective d’un espace affine

Nous allons généraliser les raisonnements menés sur la droite et ’espace projectif. Soit
F un espace affine de dimension n et de direction F'. Plus précisement, on a F = x + F.
On considére alors I'espace vectoriel

E=F¢oK
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On a alors F' = {z,,1 = 0}. En fait, on a plongé F dans E et on a I'isomorphisme :
F ~ F@{1}. Le méme raisonnement que dans le cas du plan projectif permet de montrer
qu’il y a une bijection entre F et P(V) — P(F).

L’hyperplan P(F') s’appelle 'hyperplan & I'infini et est constitué des directions des droites
affines de F.

2.2 Homographies

Définition 4 : Homographies et groupe projectif

Soient V et V'’ deux espaces vectoriels. On peut considérer les applications introduites
dans la définition 2 :

p:V—{0} — P(V)
p V' —={0} — P(V)
Soit g : P(V) — P(V’). On dit que g est une s'il existe un isomorphisme f € L(V, V")

tel que p'o f =gop.
Autrement dit, g est une homographie si le diagramme suivant est commutatif :

f
V—-{0} — V' —{0}
p 4 U o
PV) — PV
g

L’ensemble des homographies est un groupe, appelé groupe projectif et noté GP(V).

Proposition : Caractérisation du groupe projectif

o :GL(V)— GP(V)
fr—y est un morphisme de groupe.

Il induit I'isomorphisme suivant :
GP(V) ~ GL(V)/{homothéties}

Démonstration. Tout d’abord, I'application ® est bien définie car 'homographie g est
uniquement déterminée par I'isomorphisme f (il est linéaire).

Pour montrer que I"application GL(V) — GP(V) est bien un morphisme, il faut mon-
trer que pour f et f/, ®(fo f') = P(f) o D(f).

En effet, on sait que po f = ®(f) o p. Ainsi, po fo f/ = ®(f)opo f et donc
pofof =®(f)od(f")op ce quisignifie d’apreés la définition 4 que (fo f') = (f)od(f).
De plus, d’aprés la définition 4, ce morphisme est surjectif. Pour montrer I’isomorphisme
annoncé, il suffit donc de montrer que son noyau est constitué des homothéties.

Soit f € GL(V) tel que ®(f) = Id. On voit d’aprés la définition 4 que po f = p. Ainsi, f
fixe toutes les droites et est donc une homothétie. Réciproquement, toute homothétie est
un élément du noyau. On a donc I'isomorphisme GP(V) ~ GL(V')/{homothéties} [
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2.2.1 Coordonnées homogeénes et repéres projectifs
Définition 5 : Coordonnées homogénes

Soit (eq, ..., €,41) une base de V.
On considére Paction par multiplication de K* sur V{0}. On note [z1, ..., z,11] la classe
d’équivalence de m = (xy, ..., x,11). On les appel les coordonnées homogénes de m.

Remarque : p(e;), ..., p(eny1) ne déterminent pas (ey, ..., e,+1) méme a un coeflicient
multiplicatif prés. En fait, on a : pour tout 7, p(e;) = A\;e; mais les \; sont tous distincts.
Par contre, si on considére le (n + 2)-iéme point p(e; + ... + e,41), on peut reconstituer
les vecteurs ey, ..., e,,+1 & un unique coefficient pres.

Définition 6 : Repére projectif

Soit V' un espace vectoriel de dimension n + 1 et (eq, ..., e,41) une base de V.
Un repére projectif de P(V') est un systéme de n + 2 points (myg, ..., m,11) de P(V) tels
que myq, ..., My soient les images respectives de ey, ...,e,11 et que mg soit I'image de
Z?:ll e; par Papplication p.

On a alors, comme on l'attend, le résultat suivant :

Lemme 3

/

Si deux bases (e;) et (¢}) sont telles que p(e;) = p(e}) = my; et p(307 e;) =
p(zgll ei) = my, alors elles sont proportionnelles.

Démonstration. Les vecteurs e; et e} dirigent la droite vectorielle m; donc €, = \;e; pour
. : ; N 1
un scalaire non nul )\; (ceci pour 1 < i < n + 1). De méme, le vecteur > 7' el est
n+1

proportionnel au vecteur ) '~ e; et donc il existe A # 0 tel que
Z?:f Ai€i = )‘(Z?:f €i)

Comme nous avons a faire & une base, on a A; = A pour tout 7, et les deux bases sont
proportionnelles. O

Proposition 10 : Lien Homographies / Repéres projectifs
(1) Toute homographie envoie un repére projectif sur un repére projectif.

/

(77) La donnée de deux repéres projectifs (m;) et (m}) respectivement de V et V'

définit sans ambiguité une homographie telle que pour tout i, m, = g(m;).

Démonstration. L’assertion (7) est claire. Montrons I'assertion (i) :
On choisit des bases (€1, ...,en41) de Vet (€], ...;e, ) de V' telles que :

pler) = my, ple}) = mi, pourl < i <n+1et p(3210 &) = mo, p(371] €f) = m,
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Il existe un unique isomorphisme f de V' dans V' tel que f(e;) = €}. Comme il est li-
néaire, on a nécessairement f(> e;) = > el. L’homographie g déduite de f envoie bien
le premier repére sur le second.

Montrons I'unicité de 'homographie g ainsi déterminée.

Si g et ¢’ sont deux telles homographies, I’homographie ¢’ 'og laisse le repére (my, ..., My 1)
invariant. D’apres le lemme 3, elle provient d'une homothétie Ald, c’est donc l'iden-
tité. O

2.2.2 Homographies de la droite

On a vu dans les sections précédentes que un repére d’une droite projective était
constitué de trois points distincts (méme §'il suffit de deux points pour définir une droite
projective : c’est la traduction projective du fait que deux vecteurs indépendants défi-
nissent un plan vectoriel). Pour connaitre une homographie de la droite, il suffit donc de
connaitre les images de trois points.

D’apreés la définition 4, une homographie provient d’un isomorphisme linéaire f : V' — V
ou V est un plan vectoriel muni d’une base (e1,e2). On a

(- n0)
avec ad — be # 0

Soit y # 0. On pose z = % de sorte que (z,y) ~ (z,1). Alors si cz+d # 0, on a

f(z,1)=(az+b,cz+d) ~ (%,1)

L’image du point a I'infini co = (1,0) est (a,c) et celle de (—d,c) est (bc — ad,0) ~
(1,0) ~ oco.

Proposition 11

Avec les notations précédentes, On peut identifier ’homographie de la droite avec
I’application suivant :

az+b
< cz+d

avec les conventions habituelles sur I'image a/c et antécédent —d/c de oc.

2.3 Birapport

Plusieurs choix sont possibles pour définir le birapport. Nous pourrions le définir par
une formule. Nous avons choisi un point de vue plus géométrique. ? En effet, nous avons
décidé de privilégier cet aspect en raison de 'objectif clairement géométrique que nous
nous sommes donnés : appréhender I'espace projectif comme un cas particulier de la
Grassmanienne.

2. cette approche est un mélange des approches de Michéle Audin [4] et de Rached Mneimé [12]
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2.3.1 Introduction du birapport

On considére un plan vectoriel V.
On considére I'action de GL(V') sur la droite projective P(V') définie par

f-D=f(D)

D’aprés le théoréme de la base incompléte, cette action est transitive.

Soient Dy, Dy, Ay, Ay quatre droites du plan telles que Dy # Ds et Ay # As. On sait
d’aprés un résultat classique d’algebre linéaire qu’il existe un isomorphisme f envoyant
Dy sur A et Dy sur As.

Autrement dit, 'action de GL(V) sur (P(V))? est transitive.

On a un résultat similaire permettant d’envoyer trois droites quelconques sur trois
autres droites. Plus précisemment, pour Di, Do, D3, A1, A, A3 des droites du plan V
telles que D; # D; et A; # A (i # j), il existe f € GL(V) tel que

\V/'L S {1,2,3}, f Di — Az

Cela est simplement la traduction du fait qu’un repére de la droite projective est
donné par trois points. La proposition 12 nous assure de I'existence d’une homographie
envoyant un repere sur un autre. L’isomorphisme associé a cette homographie envoi donc
les trois droites D; sur les trois droites A;.

Cependant, nous donnons également une preuve plus élémentaire et plus instructive :
Soient vz et w3 des vecteurs directeurs respectivement des droites Dz et Asz. Comme
V = Dy & D», il existe des vecteurs v; et vy directeurs des droites Dy et Dy tels que
v3 = v + vy. De méme, il existe w; et wy dirigeants les droites A; et Ay tels que
ws = wy + we. D’apreés la remarque précédente, il existe un isomorphisme f envoyant v,
vers wy et vy vers wy. Par linéarité de f, on voit que f(v3) = ws. Ainsi, les trois droites
D1, Dy et D3 sont envoyées respectivement sur Ay, Ay et As.

Ce résultat n’est plus vrai lorsque I'on considére quatre droites quelconques. Nous allons
poser une condition sur ces quatre droites afin que 'existence d’un tel isomorphisme soit
assuré : il s’agit du birapport !

Définition 7 : birapport

Soit D une droite projective. On considére un repére projectif formé de trois points
a,b et c. D’aprés la proposition 6, on peut identifier K U {oo} & une droite projective.
Ainsi, il existe une unique homographie g : D — KU {oo} telle que

g(a) = o0
g(b) =0
g(c) =1
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Si d est un autre point de D, on définit le birraport de (a, b, ¢, d) :
[a;b; ¢; d] = g(d)

Par définition, le birapport vaut oo quand d = a, 0 quand d = b et 1 quand d = c.

2.3.2 Propriétés et calcul du birapport
Remarque 1

Le birapport est un élément de K — {0, 1} si et seulement si les quatre points sont
distincts. De plus, Pour tout £ € K U oo, il existe un et un seul point d sur la droite D
tel que [a, b, ¢, d].

Ces deux remarques sont basées sur le fait que ’homographie g est bijective.

Proposition 13 : Conservation du birraport par les homographies

Soient ay, as, as et ay quatre points de D (les trois premiers étant distincts) et af, ab, a4
et aj quatre points d’une droite D’ (vérifiant la méme hypothése). On a I'équivalence
suivante :

Il existe une homographie h : D — D' / h(a;) = a} <= [a1; as; as; a4] = [a}; ab; ab; a)]

Démonstration. C’est une conséquence de la définition 7.

= Supposons d’abord que h : D — D’ soit une homographie qui envoie a; sur a;. Soit
g : D — KU {0}

I'unique homographie qui envoie a} sur oo, a, sur 0 et af sur 1.

P T / 4 / ) . . .
On a [a}; ay; af; a)] = ¢'(a))). Mais alors ¢’ o f est une (et donc I'unique) homographie qui
envoie a; sur oo, as sur 0 et as sur 1. Donc

la1; az; as; as) = g’ o f(as) = ¢'(a}y) = [a); ab; az; a)]

<= Réciproquement, il y a une unique homographie h qui envoie a; sur a;, pour (i < 3).
Il reste a vérifier que f(ay) = a)j ce qui est vraie d’aprés 'implication =>. O

Ce résultat est important et explique ["utilité du biraport présenté en introduction (6.1).

Corollaire 1

Soit V' un plan vectoriel.
Si D1, Dy, D3 et Dy sont quatres droites distinctes ainsi que A, Ao, Az et Ay, on a
I’équivalence suivante :

Il existe f - GL(V)/f(Dz) = Az < [Dl, DQ; Dg; D4] = [Al, AQ; Ag, A4]

Démonstration. L’isomorphisme f en question est simplement 'isomorphisme associé a
I’homographie h intervenant dans la proposition 13. O
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Proposition 14 : Caractérisation géométrique du birraport

3 Soit V un plan vectoriel.
Soient a, b et ¢ trois points distincts de la droite projective D = P(V'). Soient = et y des
vecteurs de V tels que a = p(x),b = p(y) et ¢ = p(x +y).* On a I'équivalence suivante :

d est I'image de hx + ky <= [a;b; c; d] est I'image de (h, k) dans P'(K) = KU {oc}
En particulier, si h, k € K*, [a; b; ¢;d] = h/k.

Démonstration. Comme a et b sont distincts, les vecteurs x et y forment une base de V.
On considére I'isomorphisme f : V — K2 qui envoie la base (z, ) sur la base canonique.
L’homographie g définie par f envoie a sur oo, b sur 0 et ¢ sur 1. Elle envoie donc d sur le
birapport [a; b; c; d]. Mais f envoie hx + ky sur (h, k) € K2. Ainsi, g envoie d sur I'image
de (h, k). O

Proposition 15

® Soient a, b, c et d quatre points d’une droite affine que 'on identifie & K, les trois
premiers étant supposés distincts. On a alors

la; by e;d) = =2/ =2

al’ c—a
Démonstration. L’unique homographie qui convient a la définition du birapport est :
—b /c=b
2= ma/ca

. La formule donne bien I'image du point d. O

2.4 Notions de bases sur les variétés

Nous allons maintenant aborder quelques notions sur les variétés differentielles. L’ob-
jectif n’est pas d’approfondir ce domaine des mathématiques ® mais d’appliquer quelques
résultats a I'étude de D'espace projectif. Dans toute cette section, on travaillera sur le
corps R.

2.4.1 Cartes et Atlas
Définition 8 : Variété

Une variété topologique de dimension n est un espace topologique séparé dont tout
point est contenu dans un ouvert homéomorphe a un ouvert de R".

3. Dans le livre [4] Géométrie de Michéle Audin, ce résultat est présenté comme un lemme servant
ensuite & démontrer des formules permettant de calculer le birapport. Ici, nous nous contenterons de
I’aspect géométrique

4. La construction de ces vecteurs est analogue a celle de l'introduction du birapport (partie 6.1)

5. D’autres formules peuvent étre obtenues. Le lecteur interessé pourra consulter 'ouvrage [4] (page
198-199)

6. Le lecteur interessé pour consulter I'Introduction aux variétés différentielles de Lafontaine : [5]
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Définition 9 : Carte

Une carte d’une variété topologique X est la donnée d’'un couple (U, ) formé d’un
ouvert U de X (le domaine de la carte) et d’'un homéomorphisme ¢ de U sur un ouvert
de R”".

Définition 10 : Atlas

Un atlas de X est une famille (U;, ¢;); € I (pas nécessairement finie) de cartes dont
les domaines U; recouvrent X.

Remarque

Ce vocabulaire est assez explicite. En fait, on peut voir la sphére terrestre comme une
variété toplogique de dimension 2. Les cartes sont des représentations planes (forcément
partielles car un ouvert ne peut pes étre homéomorphe a4 un compact de R™). Un atlas
d’au moins deux cartes est donc nécessaire si on veut représenter toute la terre.

Proposition 16 : Intersection de cartes

Dans le contexte précédent, on s’interesse a4 un point appartenant a plusieurs domaines
de cartes : Si deux cartes (U, ) et (V,1) sont telles que U NV # (), alors

Yo t:pUNV)—¥(UNV) est un homéomorphisme. ’

Cette application permet de passer d'une carte a une autre. Dans la suite de cette
section nous définirons un atlas de 'espace projectif et décrirons ce changement de cartes.

2.4.2 Application a I’espace projectif

Nous présentons les aspects théoriques associés a ’exemple de la droite projective.

Définition 11 : Atlas sur ’espace projectif

Pour z = (zg,...,x,) € R"™ on note [x] = [x,...,x,] le point de coordonnées
homogénes . On va munir P*(R) d’un atlas et donc d’en faire une variété. Posons

Vi ={z = (z0, ..., x,) € R""!/x; # 0} (pour 1 < i < n)

De plus, on définit les application ¢, : V; — R par

~ =
Li

pi(z) = (22, ., . .

oll le signe ~ signifie que le terme correspondant est omis. Ce sont des applications
continues et

7. On peut méme montrer dans le cas d’un espace euclidien qu’ il s’agit d’un difféomorphisme. Une
preuve est disponible sur [5] de Lafontaine
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©(z) = ¢(y) si et seulement si p(z) = p(y)
De plus, U; = ¢;(V;) est un ouvert de P"(R) car on a en fait :
U; = {[zo; ... 20 /25 # 0} = P*(R) — { droite z; = 0}

. Par passage au quotient, on obtient ensuite une application bijective et continue ¢; :
U; — R™. Explicitement :

L’application réciproque est donnée par

cbfl(yo, s Yn—1) = P(Yos - Yio1, L Yir1, -, Yn—1)
ce qui montre que ¢; est un homéomorphise de U; sur R".

Proposition 17 : Changment de cartes

Les fonctions de transition ¢; o gzﬁj_l sont des homéomorphismes de ¢;(U; N U;) sur

¢i(U; N Uj). Plus précisément, pour y; # 0, on a
~ =~

_ i Yi n,
(¢z o ¢] 1)(y07 "‘7yn—1) - (21_37 ) y]yila y%w cey ; [ yy_ll)

Exemple de la droite projective

Nous allons illustrer les résultats précédents par ce cas particulier. On considére le
plan R? muni de sa base canonique (eg,e;). Avec les notations de la définition 32, on
voit que U; est 'ensemble des droites du plan privé de la droite d’équation y = 0. Ceci
correspond en fait a ’ensemble de ces supplémentaires. De méme U, est I’ensemble des
droites du plan privé de la droite d’équation x = 0. On a donc un recouvert la droite
projective par des ouverts :

P"(R) = U, UUs
Nous pouvons construire une bijection de la droite projective vers {x = 1} U {oco} ou
encore vers {y = 1}U{oo}. Soit donc [zg, 1] un point de coordonnées homogeénes (xg, 1)
On représente successivement l'intersection d’une droite d du plan avec la droite {y = 1}
puis avec la droite {z = 1}.
Pour les dessins, on supposera que (zg,z1) = (2, 3)

(1 x—l) ICi, ZEl/JZQ = 3/2

Jxo

€2

€1
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€o (%7 1) ICi; 1'0/113'1 = 2/3

€1

On voit bien dans le cas de la droite projective que le changement de cartes s’effectue
grace & I'application ¢; o ¢, ' qui n’est rien d’autre que I'application d’inversion. Ceci est
exactement le résultat annoncé dans la proposition 17.

Ces deux figures nous montre que la droite est caractérisée par son graphe. Si 'on fixe
une coordonnée, la deuxiéme détermine la droite.



Chapitre 3

Algébre multilinéaire

! Soient U et V un espace vectoriel sur le corps K que I’on supposera de dimension
finie? On note U* et V* leur dual.
Si U, V, W sont trois espaces vectoriels, on note L(U, V; W) I'espace vectoriel des appli-
cations bilinéaires de U x V' vers W.

On va d’abord définir la notion de produit tensoriel qui est un pré-requis a I'introduction
de l'algébre tensorielle.

3.1 Produit tensoriel

3.1.1 Introduction du produit tensoriel de deux espaces vecto-
riels

Soient U,V deux espaces vectoriels sur K.

Théoréme 1

(7) 11 existe un espace vectoriel sur K noté U ® V' qui se lit U tenseur V, et une
application bilinéaire j € L(U,V;U ® V) tels que, pour tout espace vectoriel W et
toute application bilinéaire b € L(U,V;W), il existe une unique application linéaire
c:U®V — W telle que b=co .

UxV
J+ N b
UV — W

c

1. nous utiliserons la réference [6] pour cette partie. L’ouvrage d’algébre de Bourbaki- chapitre 3 du
livre d’algébre [11] permettra au lecteur interessé d’approfondir cette notion. En particulier, il définit
I’algébre exterieure non seulement sur des espaces vectoriels mais aussi sur des modules.

2. Cette hypothése n’est pas indispensable pour définir I’algébre exterieure et 1’agébre tensorielle.
Cependant, seul le cadre de la dimension finie nous intéresse dans la suite du TER

18
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(17) Le couple (U ® V, j) est unique a isomorphisme prés. Cela signifie que si (U ® V, j)
et (U® V), j') sont deux solutions de (i), alors il existe un unique isomorphisme [ :
UV — (U®V) tel que j'=107j.

Démonstration. (i) Existence : Il s’agit de construire une solution. Pour cela, notons
KU*V) Jespace vectoriel de base 'ensemble U x V. C’est I'espace vectoriel des applica-
tions de U x V — K nulles sauf sur un ensemble fini.

Soit o : U x V < KU*V) I'injection qui associe & (e, f) le (e, f)-iéme vecteur de base oil
si 'on veut lapplication de U x V' — K qui vaut 1 sur (e, f) et 0 ailleurs.

Cette injection o n’est ni linéaire, ni bilinéaire. L’objectif est de quotienter K pour
"tuer les problémes" qui empéchent a o d’étre bilinéaire. En effet, considérons R(U, V) le
sous espace vectoriel de K(U*V) engendré par les éléments (que 1'on veut "rendre" nuls) :

olae +be' cf +df') —aco(e, f) — ado(e, f') — beco (e, f) — bdo(€, ')

Posons alors

(UxV)

UV =KUV)/RUV)etj:UxV —U®V,j=Roo

ol R est la surjection canonique

L’application j est bien bilinéaire. (on a tout fait pour!)

Sib:U xV — W est une application bilinéaire, on définit ¢ : K — W comme
étant 'application linéaire qui envoie I’élément de base (e, f) sur b(e, f). cette application
linéaire ¢ est nulle sur R(E, F') et définit donc par passage au quotient une application
linéaire ¢ : KW*V)/R(U, V) — W telle que b = c o j. L'unicité d'un tel ¢ est évident.
Cela montre que le couple (K{U*Y)/R(U, V), j) vérifie (i).

(EXF)

(74) Unicité : Comme (U ® V, j) est solution de (i), il existe un unique o : U ®@ V —
(U®V') linéaire telle que j' = aoj et de méme il existe un unique g : (URQV) — UV
linéaire telle que j = fo j'.

On a donc j = (foa)oj et 'unicité de Papplication linéaire ¢ requise en (i) montre que
Boa=Idygy. ]

Remarque 2

Le produit tensoriel U ® V' peut étre regardée comme ’ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients dans K de mots a deux lettres : la premiére dans U et la seconde
dans V.

Dans la preuve, quotienter par R(FE, F') permet de "rassembler" les mémes mots et de
les aditionner. On obtient bien ainsi une combinaison linéaire.

Ces mots de la forme j(u,v) se notent u ® v et se lit u tenseur v.

Remarque 3

L’ensemble des applications bilinéaires de U x V' — W s’identifie & I’ensemble des
applications linéaires de U @ V. — W
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LUV W)~ LUV, W)
b—c
Exemple

Nous avons 'ismorphisme K ® V' ~ V. En effet, il suffit de considérer I'application
v — 1®wv et son application inverse k®Qv — k.v qui son toutes les deux des morphismes.

3.1.2 Propriétés du produit tensoriel
Proposition 18

Le produit tensoriel vérifie les propriétés suivantes :
(i) Commutativité :

UQV VU
URXUVH— VXU

(77) Associativite :
UV)oW U (Ve W)
(#7i) On a les régles de calcul suivantes :

YA, N € K Yu,u' € U Vo, o' €V
(Au+XNu') @ (po + p'v") = Ap(u @ v) + A (u @ ') + Np(u' @ v) + N/ (W' @ v') e URV

(1v) U ® V est engendré par les éléments de la forme u ® v que 'on appelle les tenseurs
élémentaires ou encore tenseurs purs.

Démonstration. Cela est claire en considérant la remarque 2 O

Proposition 19 : Commutation du produit tensoriel et des sommes directes

Soit Uer une famille d’espaces vectoriels et V un espace vectoriel. On a

(@z‘ef U) @V =~ @ieI(Ui ®V)
Démonstration. Pour tout espace vectoriel W, on a 'isomorphisme :
L(@iinl Ui, Vi W) =~ Hie] L(U;, V; W)
D’apres la remarque 8.1.3, on a également
LU, VW)~ LU QV; W)
et donc
E(@mﬂ Ui, Vi W) =~ Hie] LU VW)~ ‘C(@ieI(Ui ®@V);W)
Par ailleurs, on a par définition, pour tout W ;

LD, Ui V3 G) = LD, Ui) @ V; W)
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et donc
E(@ieI(Ui @V); W) =~ E((@ie[ Ui) @ V; W)

Comme les espaces vectoriels sont de dimension finie, on a le résultat souhaité.? O

Corollaire 2 : base du produit tensoriel

Soit (u;)ier est une base de U et (v;),e; une base de V. Une base de U®V est donnée
par les éléments

w; @ vj pour (i,j) € I x J
En particulier,

dim(U @ V) = dim(U) x dim(V)

Démonstration. Concrétement, que (u;);cr soit une base de U signifie que U ~ @), ; Ku;.
De méme, on a V ~ @je, Kuv;. Ainsi,
UQV ~ @(i,j)e]x](Kui ® Kuv;) =~ @(i,j)elw K(u; ® vj)
m

3.1.3 Produit tensoriel d’applications linéaires

Nous avons fait le choix de ne présenter qu'un définition dans cette section *

Définition 12

Soient U, VU’ et V' quatre espaces vectoriels sur K et les deux applications linéaires
suivantes :

FU-—V
U —Vv

Il existe une unique application linéaire notée f® f': U U’ — V @ V' caractérisée
par la formule :

fefluou)=fu)e f(u)

3.1.4 Algebre tensorielle

On pose T°(V) =K et TH(V) =V et pour p > 1, TP(V)=V QV ® .9V
p fois

3. Ceci reste vrai en dimension quelconque mais la démonstration est plus délicate
4. Le lecteur pourra se familiariser avec quelques exemples classiques dans le [6]
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Définition 13

On appelle algebre tensorielle de V' que 'on note T%(V') = @,017 (V).
On considére le produit évident T?(V) x T9(V) — T?*4(V) qui associe a

T1RT2RQ .. QT et Y1 QY ®...Q Y > 11 X ... QT XY X ... ® Yy

Ce produit en fait une algébre associative, d’unité 1 € K, mais non commutative

Remarque 4

De la méme maniére que pour la remarque 2, on peut voir 77(V) comme étant I'en-
semble des combinaisons linéaires des mots formés de p lettres. Ainsi, 'algébre tensorielle
est 'ensemble des combinaisons linéaires des mots finis. Tous ces mots sont formés a par-
tir de lettres d’une base quelconque de V.

3.2 Algébre symétrique

Dans cette trés courte section nous allons définir 'algébre symétrique. Nous aimerions
considérer les mots de 'algébre exterieure indépendemment de 'ordre des lettres. Plus
précisment, nous souhaiterions que

Vo € 8, %5(1) @ To2) @ . @ Tgp) = T1 QT2 D ... QI
On considére donc 1'idéal bilatérel II engendré par les éléments de la forme :
rTRY—yYyx

Ensuite, on réalise le quotient 7%(V')/II. On obtient ainsi I’algébre symétrique qui n’est
rien d’autre que l'algébre des polynomes a plusieurs variables sur V.

Nous allons maintenant réaliser le méme processus pour définir I'algébre exterieure.

3.3 Algébre Extérieure

Définition 14 : Algébre extérieure

On considére I'idéal bilatére APV engendré par les éléments de la forme :

TRQY+YRT

On appelle A’V la puissance exterieure p-iéme de V
On réalise donc le quotient T*(V')/ A" V.

On note z1 A ... Az, la classe dans ce quotient de I'élément 71 ® ... ® z,,. 5

On définit ' A*(V) =@, ) A"V =KoV ® ANV ®..
Le produit T?(V) x TYV) — TPT(V) passe au quotient et induit un produit dit
"produit exterieur" A : AV x ATV — APV,

5. Le symbole A se lit "exterieur"



CHAPITRE 3. ALGEBRE MULTILINEAIRE 23

Remarque : A propos de la définition 14
On aurait également pu définir A” V' comme étant Pensemble des éléments 21 ®...®@x,

tels que x; = x; pour deux indices ¢ # j.

En effet, montrons que pour tout x € V, zAz = 0: Pour tout y € V, on a (z+y)A(z+y) =
rANr+rzANy+yANx+yAy=xAx+yAy. Ainsi, pour y = —x, on voit que t Az =0
si la caractéristique de K est différente de 2.
Définition 15 : Forme alternée

On appelle p-forme linéaire alternée sur U, a valeur dans V' une application p-linéaire
UP — V', nulle dés que deux vecteurs sont égaux.
Proposition 20 : Caractérisation des formes alternées

Pour toute application p-linéaire alternée p : UP — V| il existe une unique applica-
tion linéaire f: AU — V telle que p = f o ¢ ou ¢ est Papplication p-linéaire alternée
définie par

(21, .., p) =1 A L A .

Proposition 21 : Base d’une puissance exterieure

Soit ey, ..., e, une base de V' de dimension n. Les éléments suivants forment une base

de NPV :

62'1/\.../\61‘1) 0f11§@1<<2p§n
En particulier, la dimension de A"V est donc <Z)

Démonstration. Le fait qu’il s’agit d’une famille génératrice découle directement de la
formule suivante :

VX e NV, VWY e AUV, XAY =(=1)MY AX e NPTV

découlant elle méme de la définition 14.

Proposition 22

Soient V1, .., Uy € V des vecteurs linéairements indépendants. OIl a l'équivalence sui-
50 Up
vante :

VAN N =04 1< V,..., U, >
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Démonstration. <= Supposons que x €< vy, ...,v, >. Alors . = Y7 x;v; et d’aprés la
remarque précédente a propos de la définition 14 ainsi que la multi-linéarité du produit
exterieur, on voit que v; A ... Av, Az => 201 A ... Avy, Av; = 0.

= :Réciproquement, supposons que v; A... Av, Az = 0. Montrons que z €< vy, ..., v, >.
En effet, on compléte la famille libre en base vy, ..., v,. Alors x s’écrit . = Y"1 | x;0;.
Ainsi, par multi-linéarité, on a le résultat suivant :

Zi%{lv--,p} T Ao Aoy Av; =0

On voit donc que la coordonnée x; est nulle dés que ¢ ¢ {1,...,p} et donc z €< vy, ..., v, >.
m

Théoréme 2

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On a alors I'isomorphisme suivant :
A(V*) = (N V)"
Démonstration. Remarquons que (A’ V)* est 'espace vectoriel des p-formes alternées
sur V.

Soit fi...f, € (V*)? p formes linéaires sur V' et considérons application p-linéaire alternée
@ sur V' qui associe a

X1, ..., X, — le determinant de la matrice p x p définie par a;; = fi(X;)

La correspondance (f1, ..., f,) — ¢ est une application p-linéaire de (V*)? dans (A" V)*
et fournit d’aprés la proposition 41 une application linéaire

i N°(V7) — (N"V)*
En fait, 7, est un isomorphisme. En effet, comme les deux espaces ont méme dimensions,
il suffit de montrer qu’il s’agit d’une injection :
Soit fi,..f, p formes linéaires telles que ¢ = i,,(fi A ... A f,) = 0.
Montrons que fi A ... A f, = 0.
D’aprés la proposition 22, cela est le cas dés que p > dim/(V') car les formes linéaires sont
alors linéairements dépendantes.
En complétant fi, ..., f, en base de V*, on peut toujours supposer que p = dim(V).
Supposons par l'absurde que f; A ... A f, = 0 et donc que fi, ..., f, soient linéairement
indépendantes En considérant une base pré-duale z1, ..., z,, on voit que la matrice f;(x;)
est l'identité et que son déterminant n’est pas nul, ce qui est absurde. O

Remarque 5

La preuve du théoréme précédent détaille la construction de cet isomorphisme.
En fait, on peut penser a I'élément fi A ... A f, € AP(V*) ou f; € V* comme a la forme
p-linéaire alternée sur E qui associe a Xj, ..., X, le déterminant de la matrice

A= (ai;) o ai; = fi(X;)

Une conséquence quasi immeédiate de cette remarque est la proposition suivante :
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Proposition 23

Soient (u1,...,ux) et (vy,...,vx) deux bases d'un sous espace vectoriel U de V' V et
soit A la matrice de changement de coordonnées de (u;) vers (v;). Alors on a la relation
suivante :

VI A o Avg = det(A)ug Ao Ay,



Chapitre 4

Etude de la Grassmannienne

Dans la deuxiéme partie, nous avons pu étudier le comportement de ’espace projectif
P11l s’agit en fait d’un cas particulier : ¢’est la grassmannienne Gry,,. Nous verrons
que certaines notions présentées auparavant se généralise.

Parallelement aux résultats théoriques, nous présenterons I'exemple Gry4 tout au long
de ces deux derniéres parties afin d’illustrer concrétement les objets mis en jeu.

4.1 Application et coordonnées de Pliicker

Dans cette section, nous allons montrer que la grassemanienne se plonge dans le pro-
jectif d'un certain espace. Nous allons utiliser quelques résultats d’algébre multilinéaire.
En effet, soit V' un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et U C V un sous-
espace de dimension m admettant (uq, ...u,,) comme base.

Proposition 24 : Application de Pliicker

Soit Papplication P : U =< uy, ..., Uy, >€ Grypp — K(ug Ao Auy,) € P(AN"V)
alors P est bien définie et est injective.

Démonstration. D’aprés la proposition 23, si I'on considére une autre base de U, le
produit exterieure sera le méme a une constante multiplicative prés. L’application est
donc bien définie a valeur dans P(A™ V).

Montrons maintenant l'injectivité grace a la proposition 22

Soit (uy,...um) €t (vi,...,vy,) deux familles libres de vecteurs telles que uy A ... A u,y, =
Avp A ... A vy, o A € R Montrons qu’alors les espaces engendrés par ces deux familles
sont égaux : < Up, ..., Uy >=< V1, ..o, Uy >

En effet, d’apres la proposition 22, le noyau de 'application

Ui t €V ug Ao Aug Az est ker(Wey, ) =< U, .oy g >.

De méme on définit l'apllication W,, ., . et son noyau est ker(W,, . )=<uv1,..., Uy >.
Etant donné I'égalité u; A...Au,, = vi/A...Av,,, les deux applications sont proportionnelles

26
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et leur noyeau sont égaux. On a donc < uq,...,U, >=< v1,...,0, > ce qui prouve
Iinjectivité.
O

Définition 16 : Coordonnées de Pliicker

Soit (eq, ..., e,) la base canonique de l'espace vectoriel V.
La proposition 21 d’algébre multilinéaire nous donne une base canonique de A"V :

{ei NoNe, [1<e, <..<e, <n}

Soit U un sous-espace vectoriel de V de dimension m muni de la base .

Soit A = (a;;)1<i<ni<j<m la matrice des coordonnées de (uy, ..., u,,) dans la base cano-
nique : c’est-a-dire V1 < j < m,u; = Z?:l a;j€;.

Alors les coordonnées de ujy A ... A u,, dans la base canonique de \™ V' définissent P(U)
a une constante multiplicative prés. Elles sont appelées les coordonnées de Pliicker de U.

Exemple de Gryy

Soit (e, es, €3, e4) une base de V de dimension 4. La base canonique de A*V est
donnée par :

{61 A €9, €1 A\ €3, €1 N €4, €9 A €3, €9 A €4, €3 A 64}
Soit (uy,us) une base de U € Gry 4 avec
Uy = G11€1 + ag1€2 + az1ez + agqi1€y €t Uz = a1o€1 + A€z + A32€3 + Ag2€4
On voit que

uy A ug = (ajias — ajpas)er A es + (ajnass — asiain)er A es + (a11a40 — agragn)er A ey +
(ag1a32 — asyase)es A eg + (ag1G42 — ag1a92)es A eq + (as31a42 — agrase)es A ey

Ainsi, on voit que les coordonnées de Pliicker sont :

<G11G22 — A12021; @11G432 — A31012, 11042 — G41Q12; A11042 — A41G12; A21A32 — A31A22; A21A42 —
A41022; A31042 — Cl416l32)

On note respectivement x1o, 13, T14, T3, To4, T34 Ces coordonnées.

ann a2
. . . . . . 21 G929
On voit qu’il s’agit en fait des mineurs d’ordre deux de la matirce . En effet,
as1 asz
A41 Q42

(=’E12,$137$147$237$247$34)
(Cln a12 aix a2 a1 a2 Q21 Q22 Q21 Q22 asi Cl32)
b ) ) ) b
ag1 A2 asy Aas2 aq1 QAq2 az1 as2 Qg1 Q42 aq1  Aq2
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4.2 La Grassmannienne : une variété algébrique...

Nous avons montré dans la section précédente que la Grassmannienne Gry,, peut

étre vue comme une partie de PV ou N = (7:) — 1. En effet, d’aprés la proposition 21,

ANV est de dimension

Dans cette section, nous allons obtenir un résultat plus fin : voir la grassmannienne
comme une sous variété de PV. En particulier, la grassmannienne sera une partie fermée.

4.2.1 Grassmannienne et vecteurs décomposables
Définition 17

Soit we A"V et v eV —{0}.
On dit que v divise w s’il existe u € /\mf1 Vitelquew=vAu

lemme 4
Soit w e NV et v eV —{0}. Alors v divise w <= wAv =10

Démonstration. = Supposons que v divise w. Il existe donc u € /\mf1 V tel que w = vAu.
On a immédiatement, w Av =v Au Av = 0.

< Réciproquement, supposons que w Av = 0. Posons e; = v # 0. On peut compléter ce
vecteur en une base (eq, ...e,) de V.

On a alors une base de A"V : {e;, ;. =€, AN Ne, /1 <y < ... <ip <n}

Ainsi, il existe (w;, .. ;) tels que w = Zl§i1<...<im§n Qi ..o €t oo

Comme v A w = 0, on sait que Zl§i1<._.<im§n Qiy,..im€1 N €y =0, donc a;, ;. =0
dés que i > 1. Ainsi w est "factorisable" par e; = v :

w=e; A (Z2§i2<...<im§m A1 iy....im €y I\ ... A €;,,) ce qui prouve que v divise w. O

proposition 25

Soit w € A" V. Les vecteurs divisant w forment un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. Immédiat grace a la caractérisation du lemme 4 et a la multi-linéarité
du produit exterieur. O

definition 18

On dit que w € A™V est décomposable 8’il existe m vecteurs vy, ..., v, € V linéaire-
ment indépendant tels que w = vy A ... A vy,



CHAPITRE 4. ETUDE DE LA GRASSMANNIENNE 29

proposition 26

Soit w € \™ V. w est décomposable si et seulement si I'espace des vecteurs divisant
w est dimension m.

Démonstration. = Supposons que w € \™ V est décomposable.

Il existe des vecteurs v ..., v,, linéairement indépendants tels que w = v; A... Av,,. Notons
U le sous-espace des vecteurs divisant w.

D’aprés le lemme 4, U = {v € V/u; A... Av,, Av = 0}. De plus, la proposition 22 implique
que : v € U <= v est linéairement dépendant des vecteurs vy, ...v,,

Ainsi, U =< vy, ..., U, >.

< Réciproquement, supposons que U est de dimension m.

Il admet donc une base (v1, ..., v, ) que 'on peut compléter en base de V' :(vq, ..., Up, Uy, -

En notant v, _;,, = vi, Ao A, V1 <y < ... < i, <n, il existe (a;,,.._;,,) tels que :

'77;77L
w = Zl§i1<...<im§n Wiy .y, Vit oo
Par définition de U, Vj € {1,...,m},v; Aw = 0. Or,

v Aw = Zl§i1<..‘<im§n Wiy orsigV5 N Vig iy, = Zl§i1<..‘<im§n,ik;ﬁj Wiy .ooyigVs N\ Vi,
Donc, v; Aw = 0 <= V(i1, ...ix,) tels que j & {iq, ...}, o0 @ a5, ;.. = 0.
Comme, v1 Aw = ... = v,, Aw = 0, on obtient :
V(it, ..y im), s'il existe k € {1,...,m} tel que k & iy, ..., 0, alors a;, ;.
Ainsia;, ., = 0saufsi {1,....m} C {i1,...,4im} et on a donc w = a;, .,

=0.
VA AUy,. O

im

Corollaire 3

Pour w € A" V,w # 0, le sous-espace des vecteurs divisant w est de dimension
inférieure ou égale a m.

Démonstration. L’idée de la preuve est la méme que celle de le proposition précédente.
Supposons que ce sous-espace est de dimension k > m.

On définit (vy,...,v;) une base de ce sous-espace que l'on compléte en base de V :
(U1, . Uk, Vg1, -0y ). Alors w s’écrit w = Zl§i1<...<im§n @iy iy Viy..in, €6 les conditions

vy ANw = ... = vy Aw = 0 implique comme précédemment que a;, . ;, = 0 sauf si
{1,.., k} C{i1, .. im}
Comme k > m, a;, ., = 0 V(iy, ..., i) et donc w = 0 ce qui est absurde. O

Proposition 27

Soit w € A™ V. On définit application linéaire ®,, : V. — A™'V
. v wAv
Alors, w est décomposable <= Ker(®,,) est de dimension m.

Démonstration. Cette propriété découle des propositions précédentes. D’aprés le lemme
4, le noyau Ker(®,,) est 'ensemble des vecteurs divisant w. Nous avons prouvé dans la
proposition 26 que ce sous-espace est de dimension m si et seulement si w est décompo-
sable. 0
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4.2.2 La Grassmannienne vue comme une variété
Théoréme 3

L’image de Gr,, , par I'application de Pliicker P est une variété algébrique de I'espace

projectif PV ot N= (7:) -1

Démonstration. P(Gr,,,) est I'ensemble des vecteurs décomposables. Il s’agit en fait,
d’aprés la proposition 27 de I'ensemble des droites wK € P(A™ V) tels que Ker(®,,) est
de dimension m.

Donc P(Grp,)= {wK € P(N")V/rang(®,) =n —m}

De plus, I'application V' —s Hom(V,\™"" V) est linéaire.

. w— &,

Les coefficients de la matrice de @, sont donc des coordonnées homogenes sur P(A™ V).
En effet, pour w = Zl§i1<..‘<im§n Wiy oo €t i

on a vu que P, (e;) = wAhe; = 21§i1<...<im§n Qiy,...im €irim /N €. Alnsi le coefficient
(®y)i; est au signe prés, la iéme coordonnée de Pliicker de w. ®,, peut donc étre regar-
dée comme étant un élément de A" V.

Or, 'application ®,, est de rang supérieur ou égal a n —m d’aprés le corollaire 3 et il
y a égalité si et seulement si tous les mineurs de ®,, de taille (n —m +1) x (n —m+1)
sont nuls.
Aussi, les mineurs de tailles (n —m + 1) x (n — m + 1) correspondent & la restriction
de &, a un espace de dimension n — m + 1 puis 4 sa projection sur un espace de
méme dimension. Les mineurs sont donc des déterminant d’application linéaires dont les
coefficients sont des coordonnées homogénes. Ce sont donc des polynomes homogénes en
ces coordonnées. P(Gr,,,,) C P(A™ V) peut ainsi étre regardée comme une sous-variété
définit par Pannulation de ces mineurs (cf exemple de Gryy4). O

4.3 Relations de Plicker

Les équations obtenues dans le théoréme 3, correspondant a ’annulation des mineurs,
ne sont pas optimales. On peut affiner la caractérisation de la grassmannienne en éta-
blissant les relations de Pliicker. C’est ce que nous nous proposons de faire dans cette
section.

4.3.1 Quelques lemmes d’algébres multilinéaires
lemme 5

1 Soit V un espace vectoriel sur K de dimension n. On note V* son espace dual.
Soit 0 < m < n un entier. alors A"V ~ A" V*
Pour décrire cet isomorphisme, prenons w = wy A ... Aw,,, € A"V, alors il correspond &

1. Le lecteur pourra se référer au livre de Brendam Hasset [7] (page 200-201) pour avoir une autre
formulation de ce résultat.
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w* =wiA.AwE e NV tel que wH (i A A Ty_m) = WA AW AT ATy

Remarque 6 Ici, la famille des (w}) n’est pas la base duale des (w;). Les cardinaux
ne sont pas identiques!!! Il s’agit seulement de la décomposition de w* en produit exté-
rieur d’éléments de V*. La preuve montre qu’en fait, on peut comprendre les (w;) comme
étant la base duale d'un supplémentaire bien choisit de < wy, ..., w,, >.

Démonstration. On a application A"V x A"V - A"V ~K
(u,v) — u Av.

D’ou lisomorphisme A"V ~ (A" V)* =~ \" " V* d’apreés le théoréme 2.
Plus précisément, si w = wy A ... A w,, alors

VI, oy T, W (T A e A ) = W1 A e AWy ATT A oo A T

Pour montrer que w* = wj A ... Aw}_, ot wi,..,w;_ € V* il suffit de montrer qu’il
existe de tes éléments vérifiant

wi(zy) .. wiH(Tam)

det : : = WA AW NN oA\ Ty, Va1, ..., Tpem

w:z—m(xl) w:z—m(xn—m)

Par multilinéarité du déterminant et du produit exterieur, il suffit de le montrer pour
X1, ..., Tn_m une base du supplémentaire de < wy, ..., w,, >.
Cette base étant fixée, on pose :
Vi<i<n-—m-—1w(z;) =0,
W (T5) =W A AWy AZLA A Ty X O

n—m

On a donc bien montré que w* = wj A ... Aw;,_,.

proposition 28
Soit w € A™ V. Il est associ¢ & un unique vecteur w* € A"~ V* d’aprés le lemme 20.

On définit alors application linéaire ¥, : V* — /\"‘erl V*

v — w* A vt
Alors le noyau Ker(¥) est de dimension inférieure ou égale & n — m et il y a égalité
si et seulement si w est décomposable.
Démonstration. La preuve utilise les mémes arguments que celle de la proposition 26. [

Nous allons maintenant trouver une équation reliant les coordonnées de Pliicker carac-
térisant I’appartenance a la Grassmannienne. Pour cela, nous utiliserons les applications
®,, et U, ainsi que leur noyau.
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lemme 6

Pour H C V*, on définit Pannihilateur de H comme : H° = {v € V/Vh € H, h(v) = 0}

On a alors le résultat suivant :
w est décomposable <= Ker(®,,) — Ker(¥,,)°

Démonstration. = Supposons que w est décomposable, ¢’est-a-dire que w s’écrit w =
W A... AWy, avec wy, ..., w,, € V linéairement indépendants. On a alors w* = wiA...Aw}_,
tel qu’il est décrit dans le lemme 5.

Montrons tout d’abord Iinclusion Ker(®,,) C Ker(¥,,)°.

Soit v € Ker(®,,) et soit h € Ker(¥,), il s’agit de montrer que h(v) =0 :

En effet, w A v =0 donc v €< wy, ..., w,, > et de méme w* A h = 0 donc
he<wy,...,w;_, >.

Ainsi, il existe (v;)1<j<m €t (hi)1<i<n—m tels que :

V=) v,

dott h(v) = >, ;vihiw; (w;)

Ainsi, il suffit de montrer que V1 <i<n—m,V1l <j <m, ona w(w;) =0.

Par exemple, pour i = j = 1, montrons que wi(w;) =0 :

On sait que Vo, ..., Ty m € VLW A AW L (TIAN o ATp) = WA o AWy, ATy A Ty
donc Vg, .o, Ty, Wi A o AWk (w1 AZg A o A Zpygy) =0

D’apreés la remarque 5, il ne s’agit rien d’autre que du déterminant de la matrice

wi(w) wi(zy) .. wi(Tp_m)
wi (wy) wi(ze) ... wi(Tp_m)
wi_ (wy) wi_ (xe) ..o owh_ (.xn_m)
wi(w) 0 . 0
w3 (wr)

wi(z cee o wi(m,
Ainsi, pour xa, .., T, € Ker(w]), on adet 3(72) 2 " )

w:z—m(wl) w:z—m (1’2) s w;—m(xn—m)
wi(r2)  ws(xs) W5 (Ln—m)
wi (T wi (T e Wi (Tp—m
En développant, on obtient wj(w;) x det 5(. 2) 3(. ) . ) . ) =0.
w;klfm (xQ) w;szm (‘T3) cee w;;fm (SL’n_m)

Il suffit donc de montrer que 'on peut choisir xo, ..., x,_,, € Ker(w}) tels que ce déter-
minant soit non nul.

Remarquons tout d’abord que les w; sont linéairement indépendants.
Sinon, on aurait wj A ... Aw,_,. = 0 et par I'isomorphisme on aurait w; A ... A w,, =0
ce qui est impossible car ces vecteurs sont linéairement indépendants.
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Par indépendance de wj et w3, on voit que Ker(wy) N Ker(wy) & Ker(wy) est de
dimension n — 2.
De plus, on peut choisir x3, ..., Tp,_, € Ker(w}) N Ker(w}) et xy € Ker(wy) — Ker(w}).
Ainsi, pour 3, ..., T,y € Ker(w}) N Ker(wj) et xo € Ker(w)) — Ker(w}),

wi(zs) .. wi(Tp—m)
wi(wr) X wi(zs)xdet : : =0

*

w;—m(x3) st wn—m(mn*m)
Or, wj(z2) # 0. En raisonnant par récurrence et en choisissant bien les z; & chaque
wi(zs) ... wi(Tp—m)

étape, on montre que det : : # 0. Ainsi, on a montré le

*

wh o (x3) oo owio, (Th_m)
résultat annoncé : wi(w;) = 0.
De maniere générale, permuter w; avec wy et w; avec w; permet de montrer que w;(w;) =
0 pour tout i et j. On a donc montré que h(v)=0 et donc que v € Ker(¥,,)°

Montrons désormais l'inclusion inverse Ker(V,,)° C Ker(®,,) par le méme type d’ar-
guments. Soit v € Ker(¥)°. Donc, Vh € V* /w* A h = 0, on a h(v)=0. Montrons que
wAv = 0 c’est-a-dire que v €< wy, ..., w,, >. On compléte la famille (wy, ..., w,,) en base
(w1, ...y wy) de V. v séerit alors v = > 7 vjw; Or Vh tel que w* A h =0, h(v)=0 donc
pour tous (hi)lfign—rm Zi,j vjhzwf(w]) =0.

Orwf(w;) =0si1<j<m.

De plus, wi A... AWy, AWy 11 Aw, # 0 et le méme type d’arguments utilisés précédemment
permet de montrer le résultat suivant : w)(w;) #0sim+1<j <n.

Comme cette égalité est valable pour toute famille (h;), on voit que v; = 0 pour

m+ 1 < 7 <n ce que 'on cherchait & prouver.

<= Réciproquement, supposons que Ker(®,) = Ker(V,)°.
On va utiliser quelques considérations de dimensions développées auparavant.
En effet, on a montré dans le corollaire que dim(Ker(®,,))< m. Par alleuirs, on a montré
dans le corollaire 3 que dim(Ker(V,,)) < n—m et donc que dim(Ker(V,,)°) > m. Ainsi,
comme ces deux sous-espaces sont égaux, dim(Ker(®,)) = dim(Ker(¥,)°) = m ce qui
implique d’apreés la proposition 27 que w est décomposable.
O

4.3.2 Relations de Pliicker et exemple
Théoréme 4
On considére les applications transposées :

O ATV Vet UL N Y v

w
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Alors, w € Grp, <= Ya € N7V V3 € A"V, 0, 5[w] := L ()W, ()] = 0
Les ©, slw] sont des polynomes quadratiques en les coordonnées de Pliicker et sont
appelés les relations de Pliicker.

Démonstration. D’apreés le lemme précédent, il suffit de montrer que
Ker(®,) = Ker(V,)” <= Va, 3, (o) [V, (8)]

D’aprés la définition de la transposition d’une application linéaire, on voit que
Vo, 8, @ (o) [ WL (B)] = a0 @y, (VL (B)). Ainsi, on est rammené & montrer que

Ker(®,) = Ker(¥,)° <=, ®, 0 V! =0

On utilise un résultat classique d’algébre linéaire :

L’image de W! est un sous-espace vectoriel de V** que 1'on identifie 4 V.

On a alors Ker(¥,,)° = Im(V%).

— Supposons que Ker(®,,) = Ker(¥,)°. D’aprés la remarque, on sait que Im(¥%) =
Ker(®,), dou &, 0 Ul =0.

<= Réciproquement, supposons que ®,,0 V! = 0. On en déduit que Im(¥.) C ker(®,)
et donc que Ker(®,) C Ker(¥,)° On conclut grace & un argument de dimension :

En effet, dim(Ker(®,)) < m et dim(Ker(V,,)°) > m d’ou 'égalité. O

Exemple de Grs4 bis
Les applications ¢, et ¥,

Comme précédemment, considérons (e, e, €3, €4) une base de V. Nous rappelons que
. 2
la base canonique de AV est

{e1 Neg,e1 Nes,e1 Aeyg,ea Nes,ea Ney, ez N eyt

Siw=>Y ae Nej, alors ¢, : v €V — wAv € /\3V est donnée par la matrice
suivante :

a3 —aiz  aiz 0

Q24 —0A14 0 12

azg 0 —ayy ag
0  azy —ags ag3

D’aprés le théoréme 3, la grassmannienne est I’ensemble des points d’annulation des
mineurs 3 X 3 de cette matrice.

Par ailleurs, nous allons décrire Papplication W,, : V* — A*V* ~ V définie dans
) pp w

la proposition 21.

On désigne par (e], e3, 5, e}) la base duale de (eq, es, €3, €4) et on considére w = a;je; A

€j

On cherche a déterminer la matrice de ¥, exprimée de la base (e7, e3, €3, e}) vers la base

3 : s

(€123, €1 045 €1 345 €334) de A" V* qui correspond en fait & la base (e4, €3, e2,€1) de V.

Pour cela, on veut trouver la coordonnée de ¥, (e}) devant e, 5.

Conformément au lemme 20, on s’intéresse a la coordonnée de w* devant e A €. 11 s’agit
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au signe pres de la coordonnée de w devant e; A e4 : ayy. Pour connaitre le signe, on
compléte avec ey et e3 tels que e; Aeg Aeg Aeg = 1. On a ainsi w* = e; A e et donc le
coefficient recherché est +aqq4.

On procéde de la méme maniére afin de calculer tous les coefficients de cette matrice et
on trouve

14 G4 Q32 0
Mat(\Il ) | 13 a3 0 34
v a12 0 —azs —aun

0 Q12 Q13 Q14

Relations de Plucker caractéritique de Gry 4

Soit K un corps de caractéritique différente de 2 et V un espace vectoriel de dimension
4 sur K. Alors

w € G?“274 <> X19%34 — T13%24 + T14T23 = 0

Démonstration. = Dans ce cas particulier,on va voir que I'on a également I’équivalence :
w est décomposable <= w A w =0

Soit w € /\2 V' décomposable : w = v; A vy. Alors w A w = v1 Avg Avy Awvg = 0.
On peut écrire w = ajoe1 Aea+ aize1 Aes+ ager Aeg+ aszea Aes—+ asgea A ey + asges Ney.
En calculant le produit, on obtient

w A w = 2(a12a31 — a13024 + a14a93)er A ea Aes A ey
On a donc montré que si w est décomposable ses coordonnées vérifient la relation :
12034 — 13024 + Q14023 = 0
<= Réciproquement, supposons que w satisfait la relation suivante :
A12034 — Q13024 + Q14093 = 0

alors on voit que w A w = 0. Montrons que w est décomposable en distinguant plusieurs
cas :
1. Si on suppose que ajz # 0 et a;3 # 0. On peut montrer grace a la relation que

— as2ai2 a23014—013024 ais aiq
w = ((11261 + 413 €s + a—13€4) VAN (62 + a_12€3 + E&;)

2. Si on suppose que a;s = a3 = 0, alors I’équation se résume a ajqas3 = 0. Si a4 =
asz = 0, alors
w = (ag4es + azse3) N ey
Si ajg = 0 et agz # 0, alors
w = (agzez — agseq) A (e3 + Z—§§e4)

Si apg # 0,as3 = 0, alors

w = ((11461 + ao4€9 + CL34€3) A €4



CHAPITRE 4. ETUDE DE LA GRASSMANNIENNE 36

Ainsi, w est décomposable.

3. Siap =0 et ajz # 0, la relation devient ai3a94 = aj4a03 et w se décompose :

w = (ai3e1 + azez — azseq) A (€3 + $ey)
4 Si ay3 =0 et ayp # 0, alors

w = (a1ge1 — agzez — azaes) A (eg + 2tiey)
Dans tous les cas, w est décomposable O

Remarque 7 : D’aprés le théoréme 4, on sait que
w € Grogq < o,V =0
D’arpreés les expressions explicites de ®,, et ¥,, obtenues précédemment, on voit que
(I)w‘ljfv = (CL12CL34 — Q13024 + CL14G23)]4

On retrouve donc bien la méme relation en suivant la méthode théorique donnée par le
théoréme.

4.4 Recouvrement affine de la Grassmannienne

Nous allons montrer dans cette section que la grassmannienne Gr,,,, peut étre vue
comme une réunion d’ouverts isomorphes a I'espace affine K™™~™)_ Cela est une généra-
lisation de la section 2.4.2 (exemple de la droite projective), ou I'on considérait, a partir
d’une droite donnée, I'ensemble de ses supplémentaires.

Soit donc I' C V' de dimension n — m. On définit ’ensemble de ses supplémentaires :

Ur = {K € Grop,/K®&T =V}

Sachant que pour tout K € Gry, ,, il existe un supplémentaire, on voit que :

GTmm = UF,dim(F):nfm UF
Deux approches différentes vont nous permettre de montrer que les Ur sont des
ouverts d'une part et qu’ils sont tous isomorphes & K™~ d’autre part.

Proposition 29 : Ur est ouvert

Soit I' C V' un sous-espace de dimension n — m fixé et (e;,,...,e;, ) une base de I'.
Onpose A\=P([')=¢e;, A... Ne;,_,, eP(N""V).
On peut voir A comme une forme linéaire sur P(A™ V) : Vo € A"V, A(v) =v A X € K.
Cette application linéaire est bien définie & multiplication prés par un scalaire. Néan-
moins, une caractérisation persiste : soit A(v) est nul, soit il ne l'est pas...©?. Ainsi,
{ve A" V/vAX=0} est une variété affine qui est fermée et donc
{veP(N"V)}/vAXN#0YN\Grmn = {P(K),K € Grp,,/P(K)AX# 0} est un ouvert.

On a en fait : Up = {P(K),K € Grp,»,/P(K)ANX# 0} et Ur est ainsi ouvert.

2. Cela le meérite bien!!!
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Démonstration. Tout d’abord, précisons le réle de A\ en tant qu’application linéaire.

On compléte (e;,,...,e;, . ) en base de V : (e;,, ..., €;,).

YVoe N"V,v= D i<y wcip<n Vitooim Cit ooy OD A VAN =05 €y

Ainsi, on voit que A sélectionne la coordonnée de Pliicker devant e;, ., A...Ae;,, c’est
a dire qui correspond a un supplémentaire de I'.

Maintenant, on montre 1’égalité annoncée en montrant succesivement les deux inclusions.
Soit K € Gry,,, tel que P(K)A X # 0. Alors K est engendré par m vecteurs linéairement
indépendants avec les (e;,,...,e;, . ). On peut ainsi trouver une base de V dont les m
premiers vecteurs engendrent K et les n—m suivants engendrent I'. On a donc V = KT
et K € UF.

Réciproquement, Soit K € Ur, alors V = K @I et comme une base de K est linéairement
indépendante avec les vecteurs e;,,...,e; . ,ona P(K)AX#0 O

Maintenant, nous allons regarder les éléments de la grassmannienne comme des
graphes (cf la partie géométrie projective, section 2.4.2) afin d’établir I'isomorphisme
souhaité.

proposition 30 : Up ~ K™(—™)
Soit I' C V' un sous-espace fixé de dimension n — m. On fixe un sous-espace K tel
que V = Ky @ I'. Alors,
Ur ~ Hom(K,,T') ~ Km(—m)

Démonstration. Soit ¢ € Hom(K,I'). On lui associe son graphe {(¢,¢(t))/t € Ky} qui
est isomorphe a K, de maniére évidente et donc est un sous-espace de dimension m.
Réciproquement, si I’on se donne K € Gry, ,, tel que K @' =V, on peut voir K comme
étant le graphe d’un certain ¢ € Hom(Ky,I') : Pour construire cet élément ¢, remar-
quons d’abord que si w € K, il existe un unique u € I' tel que (w,u) € K.

En effet, soit w € Ky, il existe k € K, u € I" tels que w = k + u et donck =w —u € K.
Pour prouver 'unicité, prenons uq, us € I' tels que uy + w € K et us + w € K. Alors en
faisant la différence, uy —us € K(I' = {0} d’ott u; = uo.

Ayant construit cet élément u € T' on peut donc poser ¢(w) = u Ainsi on a prouvé
I'identification
Ur ~ Hom(K,,T)
Comme dim(Ky) = m et dim(I') = n —m, on récupére l'isomorphisme souhaité, a savoir
U = Kmin—m)
O



CHAPITRE 4. ETUDE DE LA GRASSMANNIENNE 38

Remarque 8 : dimension de la Grassmannienne

La dimension de la Grassmannienne G7y,,, est m(n —m).

Démonstration. Comme la Grassmannienne peut étre recouverte par des ouverts iso-
morphes a 'espace affine K™™) une conséquence immédiate est que

dim(Gry,,) = m(n —m)

Proposition 31 : Ur vu en terme de coordonnées

Soit (ey,...,e,) une base de V.~ K" et soit I' =< €41, ...,, >. Pour K &' =V
c¢’est-a-dire pour K € Ur, on considére (vq, ...,v,,) une base de K avec v; = Y"1 | a;;e;.
Alors le premier mineur de taille m x m est non nul. Comme P(K’) ne dépend pas du
choix de la base (vy, ..., v,), on peut toujours la choisir telle que la matrice (a; ;) soit de
la forme

Qi = 1
bl,l e e bLm

bomi - o bomm

K € Ur peut donc étre représenté par I'unique matrice de cette forme et les composantes
(bi;) de cette matrice donne la bijection entre Up et K™=™),



Chapitre 5

La Grassmannienne Lagrangienne

Dans cette partie, nous allons définir et étudier un sous ensemble de la Grassman-
nienne : la Grassmannienne Lagrangienne. Pour cela, nous nous intéresserons aux formes
symplectiques et utiliserons donc des résultats d’algébre linéaire et bilinéaire. Ensuite,
nous verrons cet ensemble comme une variété algébrique en utilisant des raisonnements
similaires de la partie 4. Enfin, nous le dénombrerons lorsqu’il est défini sur [F, en revi-
sitant les preuves de la partie 1 par les actions de groupes. En faisant réapparaitre bon
nombre de méthodes vues dans les parties précédentes, cette derniére partie se veut en
quelque sorte une synthése de ce TER.

5.1 Introduction et définition de la Grassmannienne
Lagrangienne

5.1.1 Autour des formes symplectiques
Définition 19 : forme symplectique

Soit V un espace vectoriel sur un corps K (que 'on supposera dans toute cette partie
de caractéristique différente de 2). Une forme symplectique b : V' xV — K est une forme
bilinéaire, anti-symétrique et non dégénérée, c’est-a-dire qu’elle satisfait les conditions :

Yo eV, b(v,v) =0
et si Vo € V, b(v,w) =0, alors w =0

Un tel espace vectoriel V' muni d’une forme symplectique est appelé espace vectoriel
symplectique.
Définition 20

Soit V' un espace vectoriel symplectique de dimension n.
Deux vecteurs v et w sont orthogonaux si b(v,w) = 0. On note v L w. Si W est un
sous-espace de V de dimension m, on définit I'espace orthogonal de W, noté W+ :

Wt ={veV/bv,w)=0,Ywe W}

39
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Proposition 32

Soit V un espace vectoriel symplectique de dimension 2n et W C V un sous-espace
de dimension m. On a :

dim(W) + dim(W+) = 2n
et W =W

Démonstration. On a m = dim(W). On considére (wy, ..., w,,) une base de W.

Alors z € Wt <= Vi € {1,...,m},b(w;,x) =0

pour tout 1 <i < m, on pose ¢; : x € V — b(w;,z) € K.

Ainsi, on voit que W+ =N, Ker(¢;). Il est facile de vérifier grace a la bilinéarité de b
que les ¢; sont linéairment indépendants.

On obtient ainisi que dim(W=) = dim((~, Ker(¢;)) = 2n —m = 2n — dim(W)

La formule précédente nous montre que dim(W+") = dim(W). D’autre part, on voit
facilement que W C WLt dou I’égalité. O]

Théoréme 5

Si V' est un espace vectoriel symplectique sur un corps K de caractéristique différente
de 2, alors V est de dimension paire et il existe une base (uq, ..., Uy, v1, ..., v,) telle que :

b(ui, u;) = b(vi, v;) = 0 et b(ui, v;) = by

Une telle base est appelée base standard. Avec un tel choix de base, une forme symplec-
tique peut étre étre décrite comme suit :

Vo = (T1y ooy Ty Y1y ooy Yn ), ' = (2, oy 20 Y4, oy YL ), ODL A
b(v,v’) = 2?21(951%, - UU;yz)

La forme ci-dessus est appelé forme symplectique standard.

Démonstration. On considére V = KP et (e, ..., e,) sa base canonique. Alors une forme
symplectique définit de maniére unique une matrice antysimétrique : A = (b(e;, €;))i ;-
Alors A" = — A donc 0 # det(A) = det(A") = det(—A) = (—1)Pdet(A) donc p est pair.

Comme b est non nulle, (e, €) tel que b(e, €') # 0. Alors (e, €') forme une famille libre,
sinon on aurait € = ke’ par exemple et donc b(e, €) = kb(e, €') = 0.

On pose donc ¢ = ——— et F = Ke @ Key. Ainsi, mat (b pxp)= (

b(ed)

(€1,€).

Elle est donc non-dégénérée et V = F @ F*.

En effet, montrons que dans ce cas, F' (| F*+ = {0} :

Soit & € F( F*, alors © = ae + be; avec a,b € K. En écrivant que b(z, €) = b(x, ;) = 0,
on voit que a = b = 0 et donc que x = 0.

On a de plus I'égalité des dimensions d’aprés la proposition 32, ce qui nous permet de
conclure que V = F @ F+

0 1
1 O) dans la base



CHAPITRE 5. LA GRASSMANNIENNE LAGRANGIENNE 41

0 1
Ainsi, A=[—-1 0 avec det(A’) # 0 car b est non dégénérée, et par récurrence
A/
0 1
-1 0
sur p, il vient que A = dans une base (e,¢€],...,€,,¢€,). Donc
0 1
-1 0
. . . 0 ]n
en permutant lignes et colonnes, on obtient ainsi A = (_In 0) := J, dans la base

(€1, vey €py €] oeny e;) ce qui correspond matriciellement au théoréme énoncé. O

5.1.2 La Grassmannienne Lagrangienne !
Définition 21

Soit V un espace vectoriel symplectique de dimension 2n.
1. Un sous-espace U C V est isotrope si b(u,u’) = 0,Vu, v € U.

2. Un sous-espace W C V est un sous-espace symplectique de V si la forme symplec-
tique sur V restreinte a W reste symplectique.

3. Un sous-espace W C V est co-isotrope si W+ est isotrope.

4. Un sous-espace L C V est lagrangien s’il est a la fois isotrope et co-isotrope

Proposition 33

Soit V' un espace symplectique de dimension 2n.
1. Si L C V est un sous-espace lagrangien alors L = L+ et dim(L) = n.
2. 5i L est isotrope et si dim(L) = n alors L est lagrangien.

Démonstration. 1. Soit L un sous-espace lagrangien. On a immédiatement L C L* car L
est isotrope. De plus, L est co-isotrope d’ou I’égalité. D’aprés la proposition 31, on voit
que dim(L) = n.

2. Si L est isotrope, C Lt. Comme dim(L) = n, alors dim(L*) = n d’aprés la propo-
sition 31. On a ainsi L = L' et L est lagrangien. O

Définition 22

Soit V un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. On définit L,, 9, ’ensemble
des sous-espaces lagrangiens de V. On appelle L, 9, la Grassmannienne Lagrangienne.
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Définition 23

Soient V; et V5 deux espaces vectoriels symplectiques. Soit ¢ : V; — V5 une appli-
cation linéaire. On dit que ¢ est une apllication symplectique si pour tout v, w € V7,

b(6(v), p(w)) = b(v, w)

On suppose maintenant que V' = V; = V5, munis de la méme forme symplectique. Si
¢ : 'V — Vest une aplication symplectique, alors c¢’est un automorphisme de V.

La collection de tous les automorphismes symplectiques de V est un groupe pour la loi
de composition appelé le groupe symplectique de (V, <, >) noté Sp(V). Si V = K*" muni
de la forme symplectique standard, on le note Spa, (K)

D’apres la preuve du théoréme 5,

Spon(K) = {A € GLyn(K)/A'J, A = J,}

Lemme 7

Soit W un espace vectoriel de dimension n sur K. Soit W* son espace dual.
Alors V =W @ W* est un espace symplectique muni de la forme suivante :

b:VxV —K
ol le,wg e W et fl,fg c W+
b((wr, f1), (w2, f2)) = fi(wz) — fa(w:)

Démonstration. On voit clairement que pour w € Wet f € W* ona < (w, f), (w, f) >=
f(w) = f(w) =0.
Pour finir, soit w € W et f € W*. Alors Ywy € W, Vf, € W*,

b((w, f), (wo, fo)) = f(wo) — fo(w) =0
Ainsi, Vfy € W*, fo(w) = 0 ce qui entraine que w=0 puis que f=0. O]

Lemme 8

Soit V un espace vectoriel symplectique de dimension 2n et F' C V un lagrangien de
V. 1l existe alors un lagrangien G tel que :

V=Fa&d

Démonstration. ' On procéde par récurrence sur la dimension de I'espace V : on pose
n=dim(V) Si n=2, il suffit de choisir une droite vectorielle distincte de F.

Supposons maintenant le résultat vrai pour tout espace vectoriel symplectique de di-
mension 2(n — 1). Soit V un espace symplectique de dimension 2n muni de la forme
symplectique b et soit ' un lagrangien de V.

On choisit z € V — {0}. Comme b est non-dégénéreée, il existe y € V tel que b(x,y) # 0

1. La preuve est tiré du livre : "initiation aux formes quadratiques" de Seguins [9] (page 663-664).
Il démontre également un résultat un peu plus fin : Si Fy et F» sont deux lagrangiens, alors il existe un
lagrangien F3 qui est a la fois supplémentaire de F; et de Fy.
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et alors y ¢ F car F est lagrangien. On définit le plan P :=< z,y > qui est donc régulier
(la restriction de b est non-dégénérée). Pt est également régulier et on aP @ P+ = V.
De plus, G := P+ F est un hyperplan de F. En effet, il peut étre vu comme le noyau
de la forme linéaire non nulle b(.,y);r. On a méme F' =< x > ®G et G est isotrope (c’est
un sous espace de F qui est isotrope). Par ailleurs, dim(G) = dimT(V) —1= %Pl) donc
G est un lagrangien de P+. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe un lagrangien G4
tel que Gy G=1V.

Commey L GietV =<z >® <y >®G® Gy, on obtient que < y > ®G; est un
lagrangien de V et également un supplémentaire de F. O

5.2 La Grassmannienne Lagrangienne : une autre va-
riété algébrique...

Soit V' un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. Nous allons montrer que
Ly, 2, est un fermé dans la Grassmannienne. Soit U un sous-espace isotrope de dimension
n. D’aprés la proposition 33, U est Lagrangien. de plus, d’aprés le lemme 8 d’algébre
linéaire, il existe un sous-espace linéaire isotrope tel que

V=UaoW

Il s’ensuit que W ~ U*, Iisomorphisme étant donné par w — (b(w,.) : U — K). On
a ainsi V ~ U & U* et la structure symplectique standard sur V est la méme que celle
définie dans le lemme 7.

L’objectif est maintenant de caractériser un voisinage de U dans la Grassmannienne
Lagrangienne.

Définition 24

Soit ¢ : U — U* une application linéaire. On définit ¢* comme étant 'unique
application telle que Vz,y € U, < ¢(z),y >=< ¢*(y),z > ou <,> désigne le crochet de
dualité.

Lemme 9

Soit ¢ : U — U* une application linéaire. Alors

¢ = ¢* <= le graphe de ¢, I'y C U ® U™* est un sous-espace Lagrangien pour la
structure d’espace symplectique définit au lemme 7.

Démonstration. = Supposons que ¢ = ¢*. En général, on a Mat(p) = Mat(¢*)".

Soit (u1, ¢1) et (uq, ¢2) € I'y le graphe de ¢, on a :

b(ut, ¢1), (u2, @2)) = du, (U2) — Puy (u1) =< P(ur),u2 > — < G(uz), ur >= 0 car ¢ = ¢".
<= Réciproquement, supposons que I'y est un sous-espace Lagrangien de U & U*. Ainsi,
Yuy,up € U, on a

< ¢(U1),U2 >=< ¢<U2),U1 > .
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Il s’en suit immeédiatement que Mat(¢) est symétrique et que ¢ = ¢*. O

Dans la partie précédente, on a montré que I'ensemble Hom(U,W) est un voisinage de
U € Gry,,. En fait, 'ensemble des graphes de Hom(U,W) correspond aux sous-espaces
de dimension n. Ce lemme nous apporte une précision : les sous-espaces Lagrangiens
correspondent aux graphes des applications linéaires telles que ¢ = ¢*.
Théoréme 6

Soit U un sous-espace Lagrangien. Avec les notations précédentes,

Hom(U W)™ ={f U — W/f = f*} C Hom(U,W) est un voisinage de U.

n(n+1)
2

On a Hom(U, W) ~ K" et Hom(U, W)5¥™ ~ K
De plus, on voit que Hom(U, W)™ est un fermé dans Hom(U,W). En effet, si (z; ;)
désigne la matrice de f, la Grassmannienne Lagrangienne est définit localement par
ZEZ"]‘ = l’jJ‘
n(n+1)

Ainsi, Ly, 2, est un fermé et définit une sous-variété fermée de Gry, o, de dimension —5—

Exemple de Gry,4 ter

UeLlyy<=Uce€cG(2,4) et Vu,veU;blu,v) =0

On exprime cette condition en terme de coordonnées de Pliicker.
Soit w € Lyy. Comme w € Gray, on sait que w = u; A ug et que ses coordonnées de
Pliicker verifient

T14T23 — To4T13 + T12034 = 0
De plus < uq,us >= 0. Si on a,
Uy = aj1€1 + a6z + asie3 + ag1€q4 €t ug = agre1 + g€ + az0€3 + A€y

cela implique que b(uy,us) = (aj1a3s — asz1a12) + (a21a42 — aggas), ce qui se traduit en
terme de coordonnées de Pliicker par

13+ T4 =0
En combinant les deux équations, on obtient la relation suivante

2
W E Lyy < w75 = —($14$23 + $129534)

5.3 Dénombrement de L, 5, (F,)

Dans cette section, nous nous proposons comme il est indiquer dans son titre de
calculer le cardinal de L, o, (F,).
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5.3.1 Action sur la Grassmannienne Lagrangienne

Dans la proposition 2, on a calculé le cardinal de la Grassmannienne grace a la tran-
sitivité de l'action de GL,, sur Gry,,. On utilisait activement le théoréme de la base
incompléte. Dans cette section, on se propose de calculer le cardinal de la Grassman-
nienne Lagrangienne en montrant tout d’abord que le groupe symplectique Sp,, agit
transitivement dessus.

Proposition 34

Soit K un corps de caractéristique différente de 2.
Le groupe symplectique Spy,(K) agit transitivement sur la Grassmannienne Lagran-
gienne L, o,,. Autrement dit, pour tous Ly, Ly € Ly, 2, il existe ¢ € Sp(V) tel que :

¢(L1) = Lo

Une conséquence immédiate étant que pour X € L, 9, :

_ |Sp2n(Fy)|
‘Ln,2n(Fq)‘ T |Stab(X))|
Démonstration. Soient Ly, Ly € Ly 9,. Ce théoréme se prouve en considérant des bases
symplectiques adaptées.
En effet, d’aprés la démonstration constructive du théoréme 5, il existe une base (z1, ..., x,,)
de Ly. D’aprés le lemme 8, il existe un sous-espace lagrangien K tel que

LléBKlzv

Comme L est isotrope, on voit que b(x;, z;) = 0 pour tous 1 < ¢,5 < n. Montrons que
cette famille se compléte en une base symplectique de V' :2

Il existe 7,41 € K, tel que b(x1,7,,1) # 0 car sinon x; € Ki- = K ce qui est impossible.
On peut toujours supposer, quitte & diviser z,+1 par un scalaire que b(x1,x,.1) = 1.
On considére alors 'application linéaire ¢ : © — b(x, T,41).

Son noyau étant de dimension 2n — 1, on voit que dim(Ly [\ ker¢) > n — 1.

On peut donc modifier les vecteurs x, ..., 7, tels que b(x;, x,.1) = 0. De la méme maniére,
on peut prendre un sous espace vectoriel K| C K tel que :

K, = K| & Kz, et que b(z1, K1) = 0.

En posant L} = Vect(xs, ..., x,), on voit que L} est un lagrangien dans L} ® K{. On peut
donc raisonner par récurrence et construire ainsi une base symplectique (xy, ..., z9,) de
V', dont les n premiers vecteurs forment une base de L;.

On construit de méme une base symplectique (y1, ..., Y2, ) telle que les n premiers vecteurs
forment une base de Ls.

L’unique application linéaire qui envoie (1, ..., Z2,) sur (yi, ..., Yo, ) est donc symplectique
et I'image de Ly est L.

L’action est donc transitive et la formule annoncée en découle directement. O

2. Il s’agit en fait de raffiner un petit peu la preuve du théoréme 5
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5.3.2 Petit exercice classique de dénombrement

Il s’agit maintenant d’évaluer le cardinal du groupe symplectique ainsi que du stabi-
lisateur. On va se servir du lemme suivant d’algébre linéaire.

Lemme 10

3 Si f est une forme symplectique sur un espace vectoriel V de dimension 2n sur F,
alors le nombre de paires (u,v) telles que f(u,v) = b(u,v) =1 est (¢** — 1)g***

Démonstration. Pour choisir une telle paire, il faut tout d’abord choisir un vecteur u €
V —{0}. Il y a ¢*" — 1 possibilités. Ensuite, il s’agit de choisir, a u fixé, un vecteur v tel
que b(u,v) = 1. On peut auparavant choisir un vecteur w tel que b(u,w) # 0 puis poser
v = Comme [} possede ¢ — 1 éléments, on voit que

{v e V/b(u,v) =1} = [{weV/b(u,w)#0}|

q—1

b(u,w)

Ensuite, on considére la forme linéaire non nulle ¢ : z — b(u, x).
Son noyau est de dimension 2n — 1 et il contient donc ¢**~! éléments. Ainsi,

jw € V/b(u,w) # 0} = [V] = [Ker(y)| = ¢ — ¢ = ¢ (g - 1)

On peut donc conclure que |[{v € V/b(u,v) = 1}| = ¢! et donc que le nombre de

paires est ¢*"71(¢*" — 1) O

Proposition 35 : Cardinal du groupe symplectique
[Sp2n(Fy)| = ¢" [Tz, (¢ = (g + 1)

Démonstration. Etant donné une forme symplectique f sur un espace vectoriel V de
dimension 2n, d’aprés le théoréme 5, il existe une base symplectique (vy, ..., vz,) de V
telle que

b(vi, Vi) = Vi € {1, ...,n} et b(v;,v;) =0, Vi, j tels que |i — j| #n
alors,
0 € Sp(V) <= (0v;) est une base symplectique de V.

Compter |Spa,(F,)| revient donc & compter le nombre de bases symplectiques (0v;),
c’est-a-dire qui vérifient :

b(0vs, Ovir) = 1Vi € {1,...,n} et b(Ov;,0v;) =0, V|i — j| # n

D’aprés le lemme 10, le nombre de paires (6vy, 0v,.1) telles que b(6vy, 0v,41) = 1 est
(¢ — 1)g* 1. 1l existe V; de dimension 2(n — 1) tel que V = Vi® < Ovy,0v,,1 >. En
considérant le noyau de la forme linéaire : x — b(z,v1) qui est de dimension 2n — 1, on
voit que b(V;,v1) = 0. On est donc rammené & trouver une base symplectique de V; Une
fois cette premiére paire choisie, le nombre de paires (6vq, Ov,12) telle que b(fvy, Ovgy,) =
1 est égal & ¢?"=2~1(¢g>»~2 —1). On continue de méme jusqu’a la derniére paire (fv,,, 02,)
qui sont au nombre de q(¢g* — 1). Ainsi,

3. A titre indicatif, cet énoncé est tiré de la partie exercice de 'ouvrage de Suzuki [8]
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1Span(F)| = [T (6% — Dg* ' = ¢ [T, (¢ — 1)(¢ + 1)

Proposition 36 : Cardinal du stabilisateur

Soit V un espace symplectique de dimension 2n et soit (uq, ..., Up, V1, ..., U,) une base
symplectique standard, c’est-a-dire telle que

b(ui, U,j) = b(Ui, Uj) =0et b(uz, Uj) = 6@7]‘

On pose X=< uyq, ..., u, > et on a alors
n(n+1) n(n—1) .
|Stab(X)(F)| =¢ =2 ¢ = [l,(¢"—1)
Démonstration. Afin de dénombrer le stabilisateur, nous allons chercher a caractériser
ses ¢léments.

Soit M— (é g) € Stab(X) exprimée dans la base (1, ..., Up, V1, ..., Up).

Comme M stabilise X, on voit immeédiatement que C=0. De plus, M € Sp,,, donc d’apreés
la définition 35, on a

() (5 56 5)- (%)

0 ALD (0 I,
—~D'A B'D-D'B) ~ \-I, 0

Ainsi, on voit que D = (A™1)! et que B'D = D'B ce qui signifie que D'B est une matrice
symétrique. Finalement, M est de la forme :

c’est-a-dire

A AS . : -
M = (O (Al)t)) oll S est une matrice symétrique n X n.

On note S, le groupe additif des matrices symétriques de taille n x n et on pose les
morphismes suivants : ®; : Gl,, — Spo, et ¢y : S,, —> Spa,, données par

=(§ oty anio(; )

Ces morphismes sont choisis tels que :

VAEG%ﬁeSmﬂmmmﬂﬁ—(é(;BJ<6§)—(€(E%J

Par ailleurs, il est immédiat de voir que Im(®y) () Im(P2) = {I}.

Ainsi, pour tout M € Spa,, il existe A et S telles que M = $1(A)Py(S) et cette décom-
position est unique.

En effet, si il existe A’ et S telles que M = @, (A")Dy(S"), alors &1 (A’A™) = &y(S - 5").
Comme Im(®;) = Im(¢2) = {I}, il en résulte que A=A’ et S=S’. Ainsi, cela se traduit
en terme de cardinaux par :
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n(n+1l) n(n-—1)

|Stab(X)(Fy)| = [8n(Fo)| X [GLn(F)l =q 2 ¢ = [[Zi(¢" = 1)

Théoréme 7 : Cardinal de la Grassmannienne Lagrangienne

Le nombre de points dans L, o, (F,) est donné par :

| Lnan(Fo)| = TTizy (1 + ¢")

Démonstration. Cela est une conséquence immédiate des propositions 34, 35 et 36 :

2 n 1 i .
L, o (F)| = [Sp2n (Fq)l — e Ilis@ =D+ _ e o + gt
| Ly,2n (Fy) | [CLn(E)[[Sn(F] — D) 20D @1 [T (1 +4)
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